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1 Zakladni definice

1.1

Vypocetni model

Definice 1 (Turinguv stroj).
Deterministicky Turingiv stroj (DTS) M s k-pdskami, kde k je konstanta,
je pétice

M = (Q,E,é, q07F) (1)

Q = konecnd mnozina stavu 1idict jednotky
> = konecnd pdaskovd abeceda

]

:Q x Xk s Q x X1 < {L, N, R}* je prechodovd funkce (Gdstecnd)

qo € Q = pocdtecni stav
F C Q = mnoZina prijgimajicich stavi

Nésledujici definice popisuje Turingovy stroje trochu podrobnéji a uvadi
vysveétleni zakladnich pojmu pouzivanych ve vztahu k tomuto modelu.

Definice 2.

Vsech k pdsek je jednosmérné (potencidlné) nekonecnych.
Jedna z pdsek je vstupni a pouze ke ctend.

Na viech pdskdch se lze pohybovat obéma sméry (off-line model), v on-line
modelu se lze na vstupni pdsce pohybovat pouze doprava.

Konfigurace Turingova stroje je urcena

1) stavem tidici jednotky

2) pozici hlav na jednotlivych paskdch

3) slovy na jednotlivijch pdskdch (obsahem pdsek)
Pocatecni konfigurace Turingova stroje

1) qo

2) wviechny hlavy zcela vlevo

3) na vstupni pdsce vstupni slovo, ostatni pdsky prdzdné

Displej Turingova stroje je stav Tidici jednotky a obsah policek pod hlavams.

Krok Turingova stroje je pouZiti prechodové funkce ma displej, prepsdani
policek poh hlavami a pripadny posun hlav a zména stavu.

Vypocet Turingova stroje je posloupnost kroku zacéinajici v pocédteéni kon-
figuraci, kterd konci zastavenim stroje mebo je nekonecénd.

Zastaveni Turingova stroje je situace, kdy pro dany displej neni prechodovd
funkce definovdna (predpoklddd se, Ze to plati pro vsechna q € F).

Prijimagici vgpocet Turingova stroje je vypocet koncici zastavenim v pri-
Jimagicim stavu (vstupni slovo je prijato).



o Odmitagjici vgpocet Turingova stroje je vipocet kondici zastavenim v jiném
neZ prijimagicim stavu nebo nekonecny.

o Prigimany jazyk Turingova stroje M znacéime L(M) a definujeme jako
{w € ¥*|w w je prijimdno M}.

Definice 3 (Transducer). Turingiv stroj, ktery md navic vystupni pdsku, na
kterou lze pouze psdt (znak pod hlavou neovliviiuje prechodovou funkci) a na
které se hlava mize pohybovat pouze vpravo, nazgvame transducer. (Stroj bez
této pdsky se nazyvd acceptor ).

Existuji ruzné varianty Turingovych stroju, o kterych lze ukédzat, ze maji ste-
jnou vypocetni silu, tedy ze pfijimaji stejnou t¥idu jazyka (rekurzivné spocetné
mnoziny). Jsou to napiiklad:

e on-line Turingovy stroje;

jednopéaskové Turingovy stroje;
e Turingovy stroje s oboustranné nekonec¢nou paskou;
e Turingovy stroje s vice hlavami na jedné pésce.

Duvody, pro¢ je vyhodné pouzivat Turingovy stroje jako vypocetni model
jsou ziejmé. Predné je to jasné definovany koncept casové sloZitosti vypoctu
(béhu algoritmu) jako pocet kroku daného Turingova stroje nad danym vstu-
pem. Analogicky jasné definovany koncept prostorové sloZitosti vypoctu (béhu
algoritmu) jako pocet pouzitych bunék na pracovnich paskéch stroje.

Hlavni nevyhodou je fakt, ze tento model je pfilis elementdarni a nehodi se
ke ”skuteénému programovani”.

1.2 Kodédovani Turingovych stroju
1) Ocislujeme stavy g € @ a symboly s € ¥ bindrnimi ¢isly.

2) Popiseme piechodovou funkci v abecedée A = {0,1,6,(,),=,L,N,R,,}
zietézenim zdpisu typu 6(q, 21,2, ..., 2k) = (¢, Y15+ Yk, Z)-

3) Pfepiseme zapis z abecedy A do abecedy {0, 1}

Potom pii pevné zvoleném kédovani kazdy Turinguv stroj jednoznacné odpovida
prirozenému ¢&islu.

Definice 4 (Go6delovo ¢&islo). Kdd Turingova stroje M budeme nazgvat jeho
Godelovym cislem.

1.3 Univerzalni Turingtv stroj

Definice 5 (Univerzadlni Turingav stroj). Univerzdlni Turingiv stroj je
Turingtv stroj, ktery md jako vstup Gddelovo ¢islo néjakého Turingova stroje
M a pro vstupni slovo w pro M pracuje tak, Ze simuluje prdaci M nad w.



1.4 Zpracovani vyjimek

Pomoci pridani novych stavu fidici jednotky lze jednoduse oSetfit libovolnou
pevné danou kone¢nou mnozinu vstupu.

Provedeme to tak, ze zkontruujeme koneény automat (strom) rozpoznavajici
danou koneénou mnozinu slov (koneény automat odpovidd Turingové stroji bez
pések).

Turinguv stroj potom napied simuluje chod daného kone¢ného automatu. V
piipadé, Ze je na vstupu jedno z rozpoznavanych slov, Turingiv stroj se zastavi.

Pokud ne, odjede hlavou na vstupni pasce na zacdtek a spusti puvodni Tur-
inguv stroj.

1.5 Nedeterminismus

Od deterministického Turingova stroje se jeho nedeterministickd varianta lis{
pouze definici pfechodové funkce a stanovenim odlisnych podminek, za kterych
je slovo pfijato.

Definice 6 (Nedeterministicky turinguav stroj).
Definugme stroj jako v definici deterministického Turingova stroje s ndsle-
dujicimi rozdily:

¢ §:QxXF s P(Q x Xkt x {L, N, R}*) je prechodovd funkce (¢dsteénd)
e Slovo w je prijimdno, jestlize existuje alespor jeden prijimagici vijpocet.

Pro zjednoduseni muzeme predpokliadat bindrni vétveni vypocetu. Snadno
se da ukazat, ze se jedna o vypocetné ekvivalentni model.

1.6 Prostorova slozitost

Definice 7.

Necht M je deterministicky Turingiv stroj, pro ktery plati, Ze na kazdém
vstupu délky n pouzije pri vypoctu nejvyse S(n) bunék na pracovnich péskédch.
Potom tikdame, Ze M md prostorovou sloZitost S(n) a Ze jazyk L(M) md pros-
torovou sloZitost S(n).

1.7 Casova slozitost

Definice 8.

Necht M je deterministicky Turingiv stroj, pro ktery plati, Ze na kazdém
vstupu délky n provede pii vgpoctu nejvyse T(n) kroki, nez se zastavi. Potom
rikdme, Ze M md casovou sloZitost T'(n) a Ze jazyk L(M) md casovou sloZitost
T(n).

1.8 Nedeterministickd prostorova a casova slozitost

Definice jsou stejné jako u deterministickych Turinguvych stroju s tim, Ze nyni
pozadujeme, aby Vw € ¥*, |w| = n v8echny mozné vypocty pouzily nejvyse S(n)
policek a skonéily nejdéle za T'(n) kroku.



2 Zakladni tridy slozitosti

DSPACE(S(n)) = tiida jazyka deterministické prostorové slozitosti S(n)

NSPACE(S(n)) = tfida jazyku nedeterministické prostorové slozitosti S(n)
DTIME(T(n)) tiida jazyku deterministické ¢asové slozitosti T'(n)
NTIME(S(n)) tiida jazyku nedeterministické ¢asové slozitosti T'(n)

Tvrzeni 1 (Trividlni vztahy).

¥ S(n): DSPACE(S(n)) C NSPACE(S(n)) (2)
V T(n) : DTIME(T(n)) C NTIME(T(n)) (3)
V Si(n) < Sa(n) = DSPACE(Si(n)) € DSPACE(Sy(n)) (4)
NSPACE(S;(n)) € NSPACE(Sy(n))
VY Ty(n) <Ty(n) = DTIME(Ti(n)) C DTIME(Ts(n)) (5)
NTIME(Ty(n)) € NTIME(T5(n))
Diuikaz. Ziejmé. O

3 Prostorova a ¢asova komprese

3.1 Prostorova komprese

Véta 1 (O linearni prostorové kompresi).

Necht L je jazyk prijimany k-pdskovym deterministickym Turingovim stro-
jem M s prostorovou sloZitosti S(n). Potom pro ¥r € NV emistuje k-pdskovy de-
terministicky Turingiv stroj M’ s prostorovou sloZitosti [+S(n)], ktery prijimd
jazyk L.

Drukaz. Kazdy znak abecedy stroje M’ bude kédovat jednu r-tici znaku abecedy
puvodniho stroje. | X | (velikost abecedy M’) bude rovno |X/|" a vzhledem ke
konec¢nosti Y3 bude také konecna.

Jeden krok stroje M bude simulovan jednim krokem stroje M’. Pozici pu-
vodniho stroje "uvniti” policka si stroj M’ bude pamatovat ve stavech.

Nejprve necht k = 1.

Je-li Qv = {q0,q1,--.,9s} mnozina stavu stroje M, potom definujeme
QM’ = {q(l),qg,-~.,q87~-.,q§,q§7~-.,q§}~

Ptechodova funkce 5, bude simulovat pohyb hlavy zménou horniho indexu
stavu, v pripadé, ze by index klesl na nulu nebo byl vétsi nez r, dojde k vlastnimu
posunu hlavy (stroje M’).

Vsechna pravidla tvaru das(¢;, a) = (g;,b, N) nahradime mnozinou pravidel
Sar(gh, 2l = (qé-,yl,N), vV1<Il<r Vdvojice z,y € ¥pv, kde x kéduje
(...,a,...) aykdéduje (...,b,...) (y se lis{ od = pouze na I-té pozici).

Vsechna pravidla tvaru das(g;,a) = (g5, b, R) nahradime mnozinou pravidel
S (g zh) = (q H'l,y N),V1<l<rady(d,)= (¢;,y", R).

Analogicky pro pohyb doleva. dir(g;,a) = (gj,b, L) nahradime mnozinou
pravidel 6y (¢, o) = (q;fl,yl,N), Vi<i<rady(g,2)= (q;-,y17L).

Nyni pro obecné k.



Qum ={q|0<i<s,VpeXy}
Proménna p zde probiha pres vSechny r-tice znaku abecedy Xj;.
Analogicky jako pro pfipad k = 1 se sestroji prechodové funkce ;. O

Dusledek 1.
VreNT:DSPACE(S(n)) = DSPAOE([S(TH)])

Dikaz. Plyne piimo z véty 1. O

Véta 2.
VreNT: NSPACE(S(n)) = NSPACE([Z1)Y)

Diikaz. Zobecnénim dikazu véty 1 pro nedeterministicky piipad. ]

3.1.1 Redukce poctu pasek

Véta 3 (O redukci poétu pasek pro prostorovou slozitost).

Necht L je jazyk prijimany k-pdskovim deterministickym Turingoviym stro-
jem s prostorovou slozitosti S(n). Potom existuje deterministicky Turingiv stroj
M’ s jednou pracovni pdskou a prostorovou slozitosti S(n) prijimajict jazyk L.

Diikaz. Myslenka dukazu: i-té policko na pésce stroje M’ bude kédovat obsah k
policek (z kazdé pasky stroje M jedno). Déle bude v policku zakédovana kromé
obsahu puvodnich pédsek i informace, které z hlav se nachézi nad timto polickem.

Nové abeceda bude definovana nésledovné: Xy = {xo, ..., 2or_{|V2 € 3%, }

Indexy si muzeme pfedstavit v jejich bindrnim zépisu jako informaci o tom,
které hlavy simulovaného stroje M se nachazi nad danym polickem.

Jeden krok stroje M je simulovan v O(S(n)) krocich stroje M’ tak, ze hlava
projde celou pasku, najde pozice hlav a odsimuluje krok M.

Vzhledem k tomu, Ze pfi simulaci ndm nezalezi na ¢asové slozitosti, lze pro
jednoduchost uvazovat vypocet, ktery ma k fazi a v kazdé fazi se odsimuluje
prace M na jediné pédsce. Na zacatku fdze a po jejim ukonceni bude hlava M’
na zacatku pasky.

Jak bude probihat samotnd simulace? Kazdou instrukci puvodniho stroje
nahradime posloupnosti instrukci M’, kde stavy fidici jednotky M’ obsahujf
informaci o displeji stroje M. Tato posloupnost za¢ind s pocateénim displejem
a kon¢i s koncovym displejem simulované instrukce.

1) Instrukece M ocislujeme a tato ¢isla zakédujeme do stava M’. Tim za-
jistime, Zze po zacatku provadéni posloupnosti instrukei bude tato posloup-
nost dokonéena a nebudou se michat ruzné posloupnosti mezi sebou. Déle
si budeme ve stavu pamatovat ¢islo aktudlni fdze (pocet faz{ je omezen
poctem pések, to znamend koneény a pevné dany). Vysledny pocet stavu
je tedy také konecny.

2) instrukei dar(gi, a1,...,ak) = (¢5,01,. .., bk, 21, .., 2&), kterd mé &islo ,
nahradime posloupnosti stavi: (I,q;, a1, ...,ax, 1%). Stroj M’ zaéina v
tomto stavu na prvni pozici své pracovni pasky. Nyni M’ projde pédsku
smérem doprava a hledé policko, ve kterém je oznacena pozice prvni hlavy.

e Kdyz = nekéduje pozici prvni hlavy, 6 ((1, ¢i, a1, . .., a, 1), 2) =
((la Qi A1y« vy O, 1R)7xa R)



e Kdyz x kéduje pozici prvni hlavy, rozlisime néasledujici piipady podle
smeéru, kterym by se prvni hlava posunula pti praci stroje M.

a) z; = N znak z kédujici (aq,as,...,ar) se prepiSe na znak y
kédujici (by,as,...,ar) se stejnou mnozinou hlav. Zéroven se
provede aktualizace displeje a 17 se zménf na 1%.

S (L giyan,y - .y ap, 17),2) = ((1, ¢;,b1,a0, ... ax, 19,9, N)

b) z1 = R znak z kédujici (a1, as,...,ar) se prepiSe na znak y
kédujici (by,asg,...,ar) se stejnou mnozinou hlav, s vyjimkou
prvni hlavy.

S (L gisary ... ak, 1), 2) = (1, g5, b1, a2, ..., ak, 1Y), y, R)

S (L gy a1, ap, 1Y), 2) = (1, ¢4, b1, az, . . . ak, 11,2/, N)
Zde z' kéduje stejnou k-tici jako z, ale navic kéduje piftomnost
prvni hlavy.

c) z1 = L. Zcela analogicky s pfipadem R.

e Po ab,c nasleduje odjezd hlavy M’ na zacatek pasky a prepnuti do
stavu (1, g, b1, a, ..., ax, 27).

e Simulace dale pokracuje dalsi fazi.

Véta 4 (Nedeterministicka verze).
Veéta 3 plati ve steyném znéni i pro nedeterministické Turingovy stroje.

Diikaz. Simulace uvedend v dikazu véty 3 je pouzitelnd beze zmén i pro piipad
nedeterministického Turingova stroje. O

3.2 Casova komprese

Lemma 1 (O linearnim zrychleni).

Necht L je jazyk prijimany k-pdskoviym deterministickym Turingovym stro-
jem M s ¢asovou sloZitosti T(n). Ddle necht plati k > 2 a nechf r je celé ¢islo,
r > 0.

Potom existuje deterministicky Turingiv stroj M’ takovy, Ze kazdy vstup w
délky n prigimd prdvé, kdyz jej prijimd M. Pracuje-li M nad w t kroku, pracuje
M’ nad w v éase n+ [n/r] +6[t/r].

Poznamka: Predpokladdme, ze na vstupni pasku je mozno zapisovat.

Dukaz. 'V prvaf fazi zkopiruje M’ obsah vstupni pasky na pracovni pdsku (ta
existuje, nebot k > 2), soucasné s kopirovanim M’ provede piekédovani vstupu
tak, ze v jednom policku cilové pasky je kédovano r policek vstupni pasky, kde
r je libovolné celé ¢islo > 0. Po provedeni se vrati na zacatek pasky. Naddle
bude tuto pasku pouzivat jako vstupni.

Simulace M: Konkrétni ”jemnou” pozici vramci jedné bunky nového stroje
si budeme pamatovat ve stavech stroje M’.

e Stroj provede sekvenci pohybu vlevo, vpravo, vpravo, vlevo (4 kroky),
pricemz si ve stavech zapamatuje obsah sousednich policek. Tim stroj
ziskal informaci o policku pod hlavou, policku vpravo od hlavy a policku
vlevo od hlavy (vSimnéte si, ze se jednd o 3-r policek stroje M).



e V dalsi fazi M’ zjist{ stav téchto 3r policek stroje M po r krocich. Uvédom-

te si, ze beéhem r krok stroj M nemiZe tato policka opustit, nebot
se jeho hlava nachézela v prostiedni tfetiné tohoto useku. Navic zména
stavu tohoto tseku obsahuje jenom kone¢nou informaci a tedy muze byt
zakédovana do prechodové funkce. Tedy celd tato faze odpovida 1 kroku
stroje M’. Neni potfeba jej ale zapoéitavat do délky vypoctu, nebot ziskani
potiebné informace lze provést jiz v poslednim kroku piedchozi faze (navrat
hlavy nad prostiedni policko bude spojen s pfechodem do odpovidajiciho
stavu).
Navic je zfejmé, ze stroj M mohl béhem téchto r kroku modifikovat
nejvyse 2 z téchto tuseku (kazdy m4 totiz délku r, navic nemohl modifikovat
oba krajni useky soucasné). V piipadé, ze modifikoval pouze prostiedn{
policko, lze jeho novy obsah zapsat béhem jednoho kroku (v takovém
piipadé udeéld stroj jeden prazdny krok), jinak budou potieba dva kroky
(doprava a doleva, v odpovidajicim poradi, podle toho, které z krajnich
policek bylo zménéno).

e Stroj M’ piijme ¢i odmitne, jestlize stroj M béhem simulovaného tiseku
pfijmul ¢i odmitnul.

Ptedzpracovani vstupni pasky vyzadovalo n + [n/r] kroku (druhy séitanec
odpovidd ¢asu potfebnému pro névrat hlavy na zacdtek pédsky).

Pro simulaci ¢ kroku je zapotiebi [t/r] bloku vypoctu M’, z nichz kazdy
trvd 6 kroku.

V souctu dostavame tvrzeni lemmatu. O

Véta 5 (O linedrnim zrychleni).

Necht L je jazyk prijimany k-pdskovim deterministickym Turingoviym stro-
jem M s asovou sloZitosti t(n). Ddle necht plati k > 2 at(n) € w(n). Potom pro
Ve > 0 existuje k-pdaskovy deterministicky Turingtiv stroj M’ s ¢asovou sloZitosti
¢ t(n) prigimajici L.

Diikaz. Necht r je celé &islo takové, Ze r > 12/c. Sestrojime M’ jako v predché-
zejicim lemmatu. M’ pracuje nad vstupem délky n v éase n+ [n/r]+6[t(n)/r].
Pro r > 2 lze tento vyraz zhora omezit jako 2n + 6 4 (6/r) - t(n).

Z piedpokladu t(n) € w(n) dostdvame, ze pro skoro viechna n je tento vyraz
mensi nez (¢/2)-t(n)+ (6/r)-t(n). Z volby r > 12/c dostavame, ze Cas vypoctu
je omezen c - t(n).

Koneéné mnoho piipadu, pro které neni nerovnost splnéna, oSetiime konec-
nym automatem a stroj M’ nad nimi bude pracovat v konstantnim case. O

Disledek 2.
Pokud t(n) € w(n), potom V¢ >0: DTIME(t(n)) = DTIME(c-t(n))

Drikaz. Plyne piimo z véty 5. O

Véta 6 (O linedrnim zrychleni, ¢ast 2).

Necht L je jazyk prijimany k-pdskovim deterministickym Turingovym stro-
jem M s ¢asovou sloZitosti t(n) = c-n. Ddle necht platik > 2 ac > 1. Potom pro
Ve > 0 existuje k-pdskovy deterministicky Turinguv stroj M’ s ¢asovou sloZitosti
(1+¢) - n prijimajici L.



Diikaz. Budeme pozadovat, aby

n+ [n/r]+6[cen/r] < (14¢)-n (6)
n+n/r+6en/r+7<(1+¢)-n (7)
(1+1/r4+6¢/r+7/n) - n<(1+¢)-n (8)

Vztah (6) je pozadovand nerovnost, v (7) je na levé strané horni{ odhad levé
strany (6), tedy staci ukdzat (7). Nerovnost (8) je prostd uprava (7).

Ukéazeme, 7e lze volit r a ng tak, ze pro n > ng plati (1/r+6¢/r+7/n) < e.
Pozadujeme:

1/r <e/3  dostdvdme r > 3/e (9)
6c/r <e/3  dostdvame r > 18¢/e (10)
T/no <e/3 dostdvame ng > 21/¢ (11)

Z (9) a (10) dostdvdme r = max{3/e,18¢c/c} = 18¢/e.
Z (11) dostdvame ng = 21/e.
Tvrzeni véty je dokazéno. O

Dausledek 3.
Pokud t(n) = cn, kde ¢ > 1, potom
Ve>0:DTIME(t(n)) = DTIME((1 + ¢)n)

Drikaz. Plyne piimo z véty 6. O

Véta 7 (Nedeterministickd verze).
Pokud t(n) € w(n), potom Ve >0: NTIME(t(n)) = NTIME(c-t(n))
Pokudt(n) = cen, ¢ > 1, potomVe > 0: NTIME(t(n)) = NTIME((1+¢)n)

Dukaz. Piedchozi dikazy lze zobecnit (pomoci odhadu poctu dosazitelnych kon-
figuraci) i pro nedeterministicky pfipad. O

3.2.1 Redukce poctu pasek

Véta 8 (O redukci poétu pdsek pro ¢asovou slozitost).
Necht L € DTIME(T(n))'. Potom existuje jednopdskovy deterministicksj
Turingiv stroj M s ¢asovou sloZitosti (T'(n))?, ktery prijimd L.

Diikaz. Pouzijeme kombinaci véty o zrychleni a véty o redukci po¢tu pések pro
prostorovou slozitost.

Pokud je L pfijimén jednopaskovym strojem, neni co dokazovat.

Necht je tedy pfijimén k-paskovym strojem, kde k > 1.

1) Necht T'(n) € w(n). Dle véty o linedrnim zrychlen{ existuje deterministicky
1

Turinguv stroj M’ ptijimajici L v ¢ase NeTs ‘T'(n) =T'(n) v prostoru S’ (n).
Nyni pouzijeme vétu o redukci po¢tu pasek pro prostorovou slozitost a z
ni odvodime stroj, ktery mé jednu pasku a ktery pfijima L v ¢ase T" (n) <
2k - S'(n) - T'(n) <2k - (T'(n))? = (T(n))?

LT (n) spliuje jisté ”mirné pozadavky”: predpokliddejme, ze bud T'(n) € w(n) nebo T'(n) =
cn, kde ¢ > V2k



2) Necht T'(n) = cn, kde ¢ > v/2k. Dle véty o linedrnim zrychleni zvolime &
tak, aby platilo

lte=— tedy (14+¢)n=

V2k

Zbytek stejné jako v bodé 1.

T(n) (12)

O

Disledek 4.
Pokud L € NTIME(T (n)), potom existuje jednopdskovy nedeterministicky
Turingiiv stroj s casovou slozitosti (T'(n))? prijimagici L.

Drikaz. Plyne piimo z véty 8. O

Véta 9 (O redukci poétu pdsek pro ¢asovou slozitost, 2).

Necht je L prijimdn k-pdskovym deterministickym Turingovym strojem M
s casovou slozitosti T(n). Potom existuje 2-pdskovy deterministicky Turinguv
stroj M' s ¢asovou slozitosti T'(n) logy T'(n) prijimajici L.

Druikaz. Prvni paska stroje bude mit 2k stop, teda kazdy znak abecedy X, bude
kédovat 2k znaku puvodni abecedy (plus specidlni prazdny symbol).

Druhé (pomocnd) paska bude slouzit k presuntim dat na pésce prvni.

Obé pasky predpokladame oboustranné nekonecné.

Hlavni myslenka: Abychom se vyhnuli hleddni displeje puvodniho stroje,
budeme udrzovat displej na jediném policku. Tedy misto pohybu hlav budeme
pohybovat obsahem celé pasky. Pfesuny dat budeme délat tak, aby malé pfesuny
byly castéjsi a velké (vzdalené) presuny byly vzacné.

Prvni péaska stroje bude rozdélena do bloku ...,B_o,B_1, By, B1, Bo,. ...
Blok By se sestava z jediného policka a bude obsahovat displej stroje M. Pro
ostatni bloky platf: Vi, |i| > 1 : |B;| = 2I//~'. Bloky jsou oddéleny znackami,
které jsou umistovany pii prvnim pouziti bloku.

Ukézeme simulaci prdce M na prvni pasce (stroje M).

Na zacatku vypoctu je obsah prvni pasky M na spodni stopé pasky M’.

Po celou dobu simulace budou platit nasledujici invarianty:

1) Pro kazdé i > 0 nastavd pravé jedna ze ti{ moznosti.

a) B; m& obé stopy plné a B_; mé obé stopy prazdné;
b) B_; mé obé stopy plné a B; ma obé stopy prazdné;
¢) B; i B_; majf spodnf stopu plnou a hornf stopu prdzdnou.
2) Vi B; obsahuje souvisly interval pasky stroje M. Pro i < 0 obsahuje horn{

stopa symboly vpravo od dolni stopy, pro ¢ > 0 horni stopa obsahuje
symboly vlevo od dolni stopy.

3) By obsahuje symbol pouze na dolni stopé, horni stopa obsahuje specidln{
znacku, ktera slouzi pro vyhledani tohoto bloku.

4) Vi B, obsahuje interval pasky stroje M bezprostiedné nalevo od obsahu
bloku B;4;.
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Simulace jednoho kroku M. Displej je v Bg. Krok se skldda ze zmény dat
na pésce (zfejmé) a simulace posunu hlavy. Ukdzeme si piipad posunu hlavy
doleva, tedy data budeme posunovat doprava.

i) Hlava jede doprava, dokud nenajde blok B; takovy, ze méa alespon jednu
stopu volnou. (To znamend, Ze vSechny bloky, které prejel, byly zcela plné!)

ii) Hlava jede zpatky a kopiruje obsah bloku B;_1, B;_2, . .., By na pomocnou
pasku. Bloky projede kazdy tiikrat, nebot musi pfekopirovat obsah obou
stop a to ve spravném potradi.

iii) Hlava jede doprava a kopiruje obsah pomocné pésky do spodni stopy bloku
Bi1, B, ..., B;_1. Horni stopy vyprazdni. V okamziku, kdy hlava dojede na
konec bloku B;_1, zbyde na pracovni pdsce presné | B;| neptekopirovanych
policek.

a) V piipadé, Ze byl B; zcela prazdny, napise je M’ do spodni stopy.
b) V piipadé, ze byl B; poloprazdny, napiSe je M’ do horni stopy.

iv) Hlava jede vlevo a na pomocnou pésku si pocitd vzddlenost bloku B; od
By.

v) Hlava jede vlevo a pomoci pocitadla najde levy okraj B_;.
vi) Hlava jede vpravo a na pomocnou pdsku kopiruje obsah

a) horn{ stopy B_;, v piipadé, ze byl B_; zcela plny (tj. B; byl zcela
pradzny)
b) dolnf stopy B_;, v piipadé, ze byl B_; poloplny (tj. B; byl poloplny)

vii) Hlava jede vpravo a do spodni stopy bloku B_;y1, B_;12,..., By kopiruje
obsah pomocné pésky. Bloky B_;11,B_;1+2,..., By musely byt prazdné,
nebot B; byl prvni blok napravo od By, ktery nebyl plny.

Kroky i - vii nazveme B; operaci. Pro B; operaci plati, ze zachovava platnost
uvedenych invarantu a trvd cas O(|B;|).

Jaka je casova slozitost celé simulace? Operace B; muze byt provedena pouze
jednou za 2~ krokii stroje M. Diivodem je fakt, ze po jejim provedenf jsou horni
stopy bloku By,...,B;_1 prdzdné a tedy je potieba posunout pasku alespon
2~ L_krét, coz vyzaduje nejméné takovy pocet kroku.

Pokud stroj M udéld T'(n) kroktu béhem vypocétu, muze se B; operace provést
nejvyse |T'(n)/2i71 |-krat.

Staci uvazovat B; operace pro i < [log, T'(n)] < log, T'(n) + 1.

Necht m je konstanta takova, ze kazdd B; operace trva nejvyse m - 2071
kroku. Stroj M’ tedy udéld maximélné

logy T'(n)+1
Ty < Y me27lTw)2 7 <
i=1
log, T'(n)+1
< > m-T(n) <log,T(n)-m-T(n)
i=1

(13)

Pro simulaci prace na v8ech k paskéch je potfeba k- m - T'(n)logy T(n).
Po pouziti véty o zrychleni dostdvdme deterministicky Turinguv stroj M”,
ktery prijima L v ¢ase T'(n)log, T'(n). O
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4 Konstruovatelnost funkci

Definice 9. Funkce f : N — N je rekurzivni, jestlize existuje deterministicky
Turingiv stroj M, ktery pro vstup 1" vydd vgstup 17

Definice 10. Funkce f : N — N je vycislitelnd v case O(f), jestlize je rekurziv-
ni a dc > 1 takové, Ze prislusny deterministicky Turinguv stroj M udéld nejvyse
c- f(n) kroki, nez vydd vistup 157,

Definice 11. Funkce f : N — N je vydislitelnd v prostoru O(f), jestlize
je rekurzivnd a dc > 1 takové, Ze prislusny deterministicky Turingiv stroj M
pouzije nejuyie c - f(n) prostoru, nez vydd vystup 1/,

Definice 12. Funkce f : N — N je c¢asové konstruovatelnd, pokud existuje
deterministicky Turinguv stroj M takovy, Ze pro kaZdy vstup délky n zastavi
pravé po f(n) krocich.

Definice 13. Funkce f : N — N je prostorové konstruovatelnd, pokud existuje
deterministicky Turingiv stroj M takovy, Ze pro kazdy vstup délky n zastavi s
pravé f(n) pdskovgmi policky neprdzdnymi a béhem vypoctu Zddny jiny prostor
na pracovnich paskdch nebyl pouZit.

Lemma 2.

Necht fi + fa a fo jsou casové konstruovatelné funkce a necht
Je >0 Ing Vn>ng : fi(n) > efa(n) + (1 + €)n. Potom je fi casové konstruo-
vatelnd.

Diikaz. Metodou podobnou té z dikazu véty o linedrnim zrychleni zrychlime
vypocet trvajici fi(n) + fa(n) kroku tak, aby trval piesné fq(n) kroku.
Mgjme M; deterministicky Turinguv stroj pracujici v case fi(n) + fa(n) a
My deterministicky Turinguv stroj pracujici v ¢ase fo(n) (z predpokladu).
Zkonstruujeme M,., ktery pracuje v ¢ase f1(n) pro skoro vSechny vstupy.
Prace M, je rozdélena do 4 fazi.

1) V prvni f4zi prepiSe vstup na prvni pracovni pasku, na kterou jej zapise
r-krét zahustény. Zdroven prepise (r — 6)-krat zahustény vstup také na
2. a 3. pracovni pasku. Na to potfebuje n kroku. Zaroven fidici jednotka
pocitd modulo (r — 6) a po skoncen{ pfepisu provede maximdlné r — 5
kroku tak, aby celkovy pocet kroku prvni fize byl délitelny (r — 6). Tedy
dostavame

Tl(rﬁ)wrfJ. (14)

2) V druhé fazi M, soubézné simuluje stroj M; na prvni pasce a M na
druhé pésce. Sest kroku (jedna sekvence) stroje M, odsimuluje r kroku
M, a (r — 6) kroku M.

Zvolime r dostatecné velké, aby simulace stroje M skoncila diive, a to po
[f2(n)/(r — 6)] sekvencich stroje M,..

Potiebujeme zajistit:

[flmez(n)} - [fz“ﬂ (15)

r r—=~6
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Priblizneé:

(f1(n) + f2(n)) - (r = 6) > 7 fo(n)

6
r— 6f2(n)
6(f1(n) + fa(n))
fi(n)

V okamziku, kdy M skonéi, zastavi stroj M’ simulaci. Pomoc{ fidici jed-
notky si pocital modulo (r — 6). V pifpadé, ze fo(n) nebylo ndsobkem
(r —6), provede stroj M’ piesné (r —6) [ fa(n)/(r — 6)] — f2(n) prazdnych
krokt, ¢imz se trvani druhé fize doplni na nejblizsi vétsi ndsobek (r — 6).
Z uvedeného dostdvame, ze pocet kroku stroje M’ potfebny pro druhou
fazi je

Ji(n) >

r>

£ [200] 4 ) [2] g

r—6 B {;{éw o (16)

7 predpokladu plyne, ze Ts je pro skoro vSechna n kladné.

Je ziejmé, ze behem této fize bylo odsimulovano r - [ fo(n)/(r — 6)] kroku
stroje M7, nebot béhem kazdé ze sekvenci bylo odsimulovdno r krokii
stroje M; (kroky na doplnéni na nédsobek (r — 6) jsou prézdné, M; se v
nich nesimuluje).

3) V tieti fizi pokracuje M’ simulaci M; stejnym tempem jako pfedtim (tedy
6 krokt za sekvenci odsimuluje r krokt puvopdniho stroje). Tato féze bude
trvat [n/(r — 6)] + 1 sekvenci, coz zajistime tak, ze po kazdé sekvenci
precteme jeden symbol z piepsaného komprimovaného vstupu (viz faze

1).

Cas pro tuto fazi je

Ty =6- <L_"J +1> (17)

a je odsimulovéno r - ([n/(r — 6)] 4+ 1) kroku stroje Mj.
Pii srovnani casu vypoctu stroje M7 s dosud odsimulovanym poctem je

ziejmé, ze pro dostatecné velké hodnoty r tato simulace pro skoro vsechna
n nedosdhne celého vypoctu M.

4) Ve ¢tvrté fazi pokracuje M’ real-time simulaci stroje My (jeden krok M’
odpovida jednomu kromu M), dokud se M; nezastavi. Na zavér provede
M’ r — 6 prazdnych kroku a zastavi se. Cas na tuto fazi je zbyvajici cas
stroje My plus r — 6, z toho dostavame:

f2(n)

Ty = fi(n) + fa(n) — 7 - L_J e (L_”Gw +1> Yr—6 (18)

13



Hodnota r musi byt dost velka, aby tento vyraz byl pro skoro vSechna n
kladny. Existence takového r plyne z predpokladu tvrzeni.

Souctem Ty, Ts, T3, Ty dostavdme, Ze ¢as pro béh stroje M’ je presné f1(n)
pro skoro vsechna n. O

Véta 10 (O ekvivalenci definic 10 a 12).
Necht f: N — N je funkce takovd, Ze I >0 Ing Vn>ng : f(n) > (1 +&)n.
Potom f je éasové konstruovatelnd prdvé, kdyz f je vycislitelnd v ¢ase O(f).

Drikaz. Implikace zleva doprava je ziemad. Stroj dokazujici ¢asovou konstruo-
vatelnost modifikujeme tak, Ze na novou pasku v kazdém kroku napiSe jeden
symbol. Novy stroj vycisluje f v case O(f).

Nyni opaénd implikace. Necht M je deterministicky Turingiiv stroj, ktery
vycisluje f v ¢ase O(f). Oznacme g(n) pocet kroku stroje M nad vstupem 1"
(zfejmeé Fe>0: g(n) < cf(n)).

1) g je casové konstruovatelnd (diky existenci stroje M).

2) g+ f je casové konstruovatelnd. Modifikuji M tak, aby pocital vystup na
zvlastni pasku a po skonéeni vypoctu prejel na zacdtek této pasky. Doba
vypoctu je g(n), délka vystupu je f(n).

3) 3e>03ng Vn>ng: f(n) >eg(n) + (1 +e)n

Zvolime:

a) €1, jehoZ existenci nam zajistuji predpoklady véty:
Ing Yn>ng: f(n) > (1+e1)n
b) e2 zvolime tak, aby (1+e1)(1 —e2) > 1
c) es=(1+e1)(l—e3)—1
d) g4 = min{eaz/c,e3}
Potom

f(n) =e2-f(n) + (1 —e2)f(n) = e2/c-g(n) + (1 +e1)(1 —e2)n =

= (52/0)~g(n) + (1 + 63)71 Z 64'9(71) + (1 + 64)TL. (19)

Funkce f a g splauji pfedpoklady lemmatu 2 a tedy f(n) je ¢asové konstruo-
vatelnd. 0

Véta 11 (O ekvivalenci definic 11 a 13).
Funkce f: N — N je prostorové kontruovatelnd prdvé, kdyz f je vycislitelnd
v prostoru O(f).

Drikaz. Implikace zleva doprava je ziema. Stroj dokazujici prostorovou konstruo-
vatelnost modifikujeme tak, ze na novou vystupni pasku v kazdém kroku, ve
kterém bylo zabrano nové policko na pracovni pasce, napise jeden symbol. Stroj
musi rozliSovat puvodni a novy symbol pro prazdné policko. Novy stroj vyéisluje
f v protoru O(f).

Necht M je k-paskovy deterministicky Turingtiv stroj vyéislujici f(n) v pros-
toru c- f(n). Podle véty o linedrni kompresi zkonstruujeme k-paskovy stroj M’,
ktery vy¢cisluje f(n) v prostoru presné f(n). Uvédomte si, ze M’ vycisluje f(n),
tedy musi pracovat v prostoru alespon f(n). Stroj M’ ddle prevedeme podle véty
o redukci poctu pasek na jednopaskovy stroj M”, ktery jiz dokazuje prostorovou
konstruovatelnost funkce f. O
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Dusledek 5.
Kazdd ¢asové konstruovatelnd funkce je prostorové konstruovatelnd.

Diikaz. Funkce f je Gasové konstruovatelnd, tedy f je vycislitelnd v ¢ase O(f),
tim spiSe je f vyé¢islitelnd v protoru O(f) a tedy dostavame dle predchozi véty,
ze f je prostorové konstruovatelna. O

Véta 12 (O rychlosti ristu ¢asové konstruovatelnych funkci).
Necht f: N— N je rekurzivnd funkce. Potom ezistuje casové konstruovatelnd
funkce g: N—N takovd, ze Vn g(n) > f(n).

Diikaz. Vime, ze f je rekurzivni, tedy existuje deterministicky Turinguv stroj
M, ktery pro vstup 1" vyda vystup 170,

Definujeme g(n) jako pocet kroku stroje M nad vstupem 1" zvétseny o jedna.
Je ziejmé, ze f(n) < g(n) a g(n) je casové konstruovatelnd (samotny M tuto
vlastnost piimo dokazuje). O

5 Hierarchie tiid slozitosti

5.1 Casova hierarchie

Definice 14. Jazyk L je rekurzivni, jestlize existuje deterministicky Turinguv
stroj M, ktery se pro kaZdy vstup x zastavi a ktery prigme prdve, kdyZ x € L.

Véta 13 (O otevienosti ¢asové hierarchie shora).
Necht T': N — N je rekurzivnd funkce. Potom existuje rekurzivnd jazyk L
takovy, 2e L ¢ DTIME(T(n)).

Diikaz. Ukézeme konstrukcei takového jazyka. Nejprve oéislujeme vSechny deter-
ministické Turingovy stroje Goédelovymi ¢isly a také ocislujeme vsechny Fetézce
nad {0,1}. Ocislovani provedeme systematicky, aby bylo mozno tyto fetézce
generovat.

Definujeme L = {z; : M; neptijimd x; v ¢ase T'(|x;])}.

Ukazme nejprve, ze L je rekurzivni.

1) Pro vstup w € {0,1}* délky n generujeme na pomocnou pasku pocitadlo
T(n) (lze, nebot T se vidy zastavi).

2) Postupnym generovanim najdeme i takové, ze w = z;. To lze v koneéném
poctu kroku.

3) Uvazuji i jako Godelovo ¢islo ngjakého stroje.

4) Provedu simulaci stroje M; nad z; po T(n) kroku. Slovo z; pfijmu v
nasledujicich pripadech:

a) M, zastavi po méné nez T'(|x;|) + 1 krocich a odmitne;
b) M; bézi vice jak T(|x;]) + 1 krokd.

Nyni ukazme, ze L ¢ DTIME(T'(n)). Pro spor predpoklddejme, ze uvedené
plati, tedy L € DTIME(T(n)). Potom existuje deterministicky Turintv stroj
M, ktery rozpoznd L v ¢ase T'(n). Necht i je jeho Godelovo ¢éislo (M; = M).
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1) z; € L, potom M, piijima x; v ¢ase T'(|z;|), z ¢ehoz plyne, ze z; neni
prijmuto strojem M, ale M = M;. Spor.

2) x; ¢ L, potom M; nepiijimd x; v ¢ase T(|z;|), z ¢ehoz plyne, ze xz; je
prijmuto strojem M, ale M = M;. Spor.

Tim je véta dokazana. O

Dusledek 6 (Nekonecénd ¢asova hierarchie).
Ezistuje nekonecénd posloupnost funkci Ty, T, . .. takovd, Ze
DTIME(T,(n)) ¢ DTIME(Ty(n)) G .. ..

Diikaz. Necht je hiearchie vybudovana az po DTTM E(T;(n)).

7 predchozi véty vime, ze existuje rekurzivni jazyk L takovy, ze pro néj
plati L ¢ DTIME(T;(n)). Definujeme funkci T;41 takovou, aby majorizovala
funkei T} a zdroveri i dobu vypoctu stroje, ktery ptijimé jazyk L (necht je tento
vypocet omezen funkei 7”).

Tim budeme mit zaru¢eno, ze DTIME(T;(n)) C DTIME(T;+1(n)) a také
L € DTIME(T;11(n)). Z faktu, ze L ¢ DTIME(T;(n)) dostdvame ostrou
inkluzi.

K tomu stacf ale polozit T;11 = max{T;(n),T'(n)}. O

5.2 Prostorova hierarchie

Véta 14 (O otevienosti prostorové hierarchie shora).
Necht S : N — N je rekurzivni funkce. Potom existuje rekurzivni jazyk L
takovy, ze L ¢ DSPACE(S(n)).

Diikaz. Dukaz je analogicky dukazu ¢asové verze této véty.

Definujeme L = {x; : M; nepiijima x; v prostoru S(|x;|)}.

Rozdil oproti ¢asové verzi je v tom, ze stroj M; nyni muze odmitnout
koneénym vypoctem ve vymezeném prostoru, pfekrocenim vymezeného pros-
toru nebo vstupem do nekoneéné smycky uvniti vymezeného prostoru. To lze
ale osetfit odhadem poc¢tu konfiguraci (na omezeném prostoru existuje konecné
mnoho konfiguraci) a pfiddnim budiku, ktery stroj zastavi v okamziku, kdy
pocet krokt bude vyssi nez pocet konfiguraci. O

Dusledek 7 (Nekone&nd prostorova hierarchie).
Ezistuje nekoneénd posloupnost funkci S1,Ss, ... takovd, Ze
DSPACE(S1(n)) @ DSPACE(S2(n)) & .. ..

Druikaz. Analogicky jako v pripadé ¢asové hierarchie. O

5.3 Véty o hierarchii

Véta 15 (O prostorové hierarchii).

Necht S1: N—N a S3: N— N jsou funkce takové, e Sy € w(S1) a Ss je
prostorove konstruovatelnd.

Potom ezistuge jazyk L takovy, Ze L € DSPACE(S2(n))\DSPACE(S1(n)).
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Drikaz. Nasim cilem bude zkonstruovat deterministicky Turinguv stroj pracujici
v prostoru Sa(n), ktery se od kazdého stroje pracujictho v prostoru Sy(n) lis
alespon na jednom vstupu.

Prefixove si oc¢islujeme vsechny jednopdskové stroje nad abecedou {0, 1}.

Popiseme préci M na vstupu w, |w| = n. V prvni fazi si M oznaéi Sa(n)
bunék na pracovni pasce. Dojde-li v dalsich fazich k opusténi vymezeného pros-
toru, stroj se zastavi a odmitne.

V druhé fazi M simuluje M,, a piijme, pokud M,, odmitne w a neopusti
pfitom vymezeny prostor.

Plati L € DSPACE(S2(n)) a L ¢ DSPACE(S1(n)). Prvni vztah je ziejmy,
ukédzeme druhy (sporem).

Necht pro spor L € DSPACEFE(S;(n)), potom existuje deterministicky Tu-
ringav stroj M’ takovy, ze L(M') = L(M). M’ m& velikost pracovni abecedy
t a pracuje v prostoru Si(n). Bez ijmy na obecnosti muzeme predpoklddat, ze
M’ se vzdy zastavi a je jednopéskovy.

Kdyby M’ nemél pozadované vlastnosti, 1ze jej modifiovat tak, ze bude
schopen rozpoznat nekoneény cyklus (pomoci horniho odhadu na pocet kon-
figuracf). Pocet moznych konfiguraci je s - (n + 1) - Sy (n) - t51(") kde s je pocet
stavii a t je pocet paskovych symboli. Tento pocet lze odhadnout jako ¢51(™)
pro vhodnou konstantu c¢. Ulozime-li si toto ¢islo v zdkladu ¢, vejde se do pros-
toru S1(n). Tedy stroj si bude na nové pdsce pocitat kroky a pfesdhne-li pocet
kroku pocet moznych konfiguraci, odmitne. Podle véty o redukci po¢tu pasek
dotavame jednopéaskovy stroj s pozadovanymi vlastnostmi.

K simulaci M’ potiebujeme [log,t] - S1(n) prostoru. Vzhledem k volbé
prefixového ¢islovani stroju muzeme zvolit w tak, ze kéduje stejny stroj, ale
soucasné plati [log, t] - S1(Jw|) < S2(Jw|). To jisté lze, nebot Sy roste rychleji
nez Si.

Paklize stroj M’ pfijimd w, potom L € L(M') = L(M), ale dle definice
stroje M plati w ¢ L(M). Jestlize naopak M’ odmitne w, potom w ¢ L(M') =
L(M), ale M’ odmitne w ve vymezeném prostoru, tedy podle definice M plati
w € L(M). V obou piipadech dostdvame spor. Tedy L ¢ DSPACE(S;(n)). O

Véta 16 (O ¢asové hierarchii).

Necht Ty: N—N a Ty: N—N jsou funkce takové, Ze Ty € w(Ty -logTh) a
Ts je ¢asové konstruovatelnd.

Potom ezistuje jazyk L takovy, Ze L € DTIME(To(n)) \ DTIME(Ti(n)).

Drikaz. Nasim cilem bude zkonstruovat deterministicky Turinguv stroj pracujici
v case Ta(n), ktery se od kazdého stroje pracujiciho v ¢ase T (n) lis{ alespon na
jednom vstupu.

Prefixové si o¢islujeme v8echny dvoupaskové stroje.

Prace M na vstupu w, kde |w| = n.

1) Na dvou péskach simuluje praci stroje M,,.

2) Na dalsich pdskéch stopuje T»(n) kroku. To jisté lze, nebot Ty je ¢asové
konstruovatelna.

3) M pfijme, pokud simulace skonéi nejvyse v To(n) krocich odmitnutim w.

Oznatme L = L(M). Ukdzeme, ze L € DTIME(T5(n)) \ DTIME(Ti(n)).
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Pouzitim ¢itace krokii mame zajisténo, ze L € DTIME(T3(n)). Ukazme
tedy, ze L ¢ DTIME(Ty(n)).

Dukaz budeme délat sporem. Predpoklddejme, Ze existuje stroj M’ takovy,
ze M’ piijimé L v ¢ase T1(n). Potom existuje podle véty o redukei poctu pasek
stroj M", ktery m4a dvé pasky a pfijimd L v ¢ase T1(n)-logy T (n)

Necht péskové abeceda stroje M mé4 t symbolti. M bude na simulaci M”
potiebovat ¢(t)-T1(n)-log, T1(n), kde ¢(t) je konstanta zdvisld na t.

Necht v je Godelovo éislo stroje M". Zvolime w = aw, kde « je prefix takové
délky, aby platilo ¢(¢)T1 (Jw| log T1 (Jw|)) < To(|w|). Takova délka prefixu existuje
z predpokladu véty.

Nyni{ md M dostatek ¢asu k simulaci M" (trik byl v tom, ze jsme prave
zvetsili vstup stroje, prestoze stroj bude pocitat totéz, pouze na to bude mit
vice ¢asu).

Rozlisme dva pripady:

1) My (= M") ptijimé w, potom

a) w € L, protoze L = L(M) = L(M"),
b) w ¢ L, protoze M odmitne w, kdyZz jej M,, pfijme.
2) M, odmitd w, potom
a) w ¢ L, protoze L = L(M) = L(M"),
b) w € L, protoze M piijme w, kdyz jej M,, odmitne.
Spor s predpokladem, ze L € DTTIME(Ty(n)). Véta je dokdzana. O

5.4 Véta o vtazich mezi tfidami slozitosti

Véta 17 (O vztazich mezi tfidami slozitosti).

a) DTIME(f(n)) € NTIME(f(n))
DSPACE(f(n)) € NSPACE(f(n))
b) DTIME(f(n)) € DSPACE(f(n))

¢) L € DSPACE(f(n)) a f(n) >logyn, potom 3cy, : L € DTIME(c /™),
kde cy, je konstanta zdvisld na L

d) L € NTIME(f(n)), potom 3¢y, : L € DTIME(c,™), kde cp je kon-
stanta zdvisld na L

Diikaz.
a) Trividlné plati.
b) Z vét o linedrn{ kompresi a o redukei poctu pések.

¢) Nechf M je jednopaskovy stroj dokazujici L € DSPACE(f(n)). Pocet
jeho konfiguraci je omezen s- (n+1)-(f(n)+1)-t/™ < @/ pro vhodné
d (s je pocet stavu, t je pocet paskovych symboli).

Zkonstruujeme M’, ktery simuluje stroj M a nejvyse po df(™) krocich se
zastavi. (Potfebujeme predpoklad ¢asové konstruovatelnosti funkce f).
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)

Necht M je nedeterministicky k-pdskovy stroj, ktery dokazuje, Zze L €
NTIME(f(n)). Pocet jeho konfiguraci je omezen s- (f(n)41)% -tk /(") <
df ™ pro vhodné d (s je pocet stavu, t je pocet pdskovych symbolu).
Zkonstruujeme deterministicky M’ takovy, Ze vygeneruje seznam vsech
konfiguraci dosazitelnych z poc¢dtecni konfigurace (napiiklad pruchodem
stromu vypoctu M).
Generovani seznamu lze provést v case kvadratickém vzhledem k délce
vysledného seznamu. Tato délka je omezena soucinem poctu konfiguraci a
délky zépisu jedné konfigurace. Tedy I < df(™ (k- f(n)+1+k-log f(n)) <
f(n)
AN

Tedy pocet kroki je omezen ¢ /(™)

Véta 18 (Rozsifeni véty o vztazich).
b)) NTIME(f(n)) C NSPACE(f(n))
¢’) L € NSPACE(f(n)) a f(n) >logyn, potom e : L € DTIME(c /™),

kde cp, je konstanta zdvisld na L

Dikaz.

b)

Na pomocné péasce kédujeme aktudlni prichod stromem vypoétu. Jed-
notlivé kédy muzeme systematicky generovat, (1,1,...,1) az (r,r,...,7),
kde 7 je maximalni stupen vétveni.

Vlastn{ simulaci jedné vétve vypocCtu lze provést v prostoru f(n), na
ulozeni informaci o pruchodu potfebujeme logr - f(n). Simulaci tedy lze
provést v prostoru logr - f(n).

Poéet moznych konfiguraci na omezeném prostoru je df (™, kde d je kon-
stanta.

Uvazujme graf G vsech konfiguraci. Hrana (a,b) znamend, ze konfigurace
b je z konfigurace a dosazitelnad v jednom kroku.

V(@) < '™

(20)
|E(G)| <c- ar

Omezeni poctu hran plyne z faktu, ze zmény v konfiguraci po jednom
kroku jsou pouze lokalni, tedy kazda konfigurace méa pouze konstatni pocet
soused.

Na pracovni pasku vygenerujeme seznam vsech konfiguraci, to zabere cas
df™ . q- f(n), kde ¢ je konstanta.

Deterministicky stroj potom pracuje tak, ze prochazi graf G do hloubky a
na pomocné pasce si zaznamendava, které vrcholy jiz navstivil. Na zjisténi,
ktery z vrcholu byl jiz navstiven, potfebuje ¢as umérny délce dosavadniho
vypoctu. Stroj tedy pracuje v Case pocet vrcholi - zkopirovdni prislusné
konfigurace na pracovni pdsku.

T(n) = [V(G)laf (n) +|E(G)d" Vg f(n)| =

n n n n n (21)
= qf(n)(df™ + ka!™af M)y < p(a?)T™ < Ci( )
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Najde-li stroj pii pruchodu grafem pfijimajici konfiguraci, je tato dosazi-
telnd z inicidlni konfigurace a stroj ptijme.

O

5.5 Savicova véta

Véta 19 (Savicova).
Necht S : N — N je prostorové konstruovatelnd funkce, pro kterou plati
S(n) >logyn. Potom NSPACE(S(n)) C DSPACE(S?(n)).

Diikaz. Necht M je nedeterministicky Turingtv stroj piijimajici jazyk L v pros-
toru S(n), potom existuje konstanta ¢y, takova, ze M; mé nejvyse ¢z %™ kon-
figuraci.

Pokud M; piijimé w, pak existuje posloupnost nejvyse ¢z, 5" = 25(n)loger
kroku konéici prijetim w.

Oznacme I —; I, pokud lze z konfigurace I prejit do I> za méné nez nebo
presné 2¢ krokt. Test staci provadeét pro i < S(n) -loger, = m - S(n).

Popisme zpusob rozhodovéani, ze I; —; Is.

procedure TEST(Iy,Is,1)
if i =0 then if (I; = I5) or (I; — I5) then return true else return false
else
for V konfigurace I’ € K do
if TEST(I;,I',i — 1) and TEST(I’, I,% — 1) then return true
enddo
return false
end TEST

Kolik mista bude potieba na jednu kopii procedury TEST? Procedura si
musi pamatovat 3 konfigurace a parametr i. Jedna konfigurace obsahuje

e stav - konstantni prostor (log s, kde s je pocet stavi)
e pozice vstupni hlavy - loga n < S(n)
e pozice pracovni hlavy - log, n < S(n)

e obsah pracovni pasky - ¢ - S(n), kde ¢ = log,t, t je pocet pédskovych
symbolu.

Celkem je tedy potfeba na zapsani jedné konfigurace O(S(n)) prostoru.
Parametr ¢ 1ze zapsat v prostoru m - log S(n). Tedy prostor potfebny pro jednu
kopii procedury TEST je O(S(n)).

Celd simulace potom probih4 tak, Ze pro vSechny pfijimajici stavy I; voldme
proceduru TEST (Iy, I;,m-S(n)) a jakmile alespoil jednou odpovi kladné, vstup
pfijmeme.

Pti simulaci funguje pracovni paska jako zasobnik na uloZeni parametru pro-
cedur TEST. V kazdy okamzik je na zdsobniku O(S(n)) zdznamu. Determin-
istricky stroj simulujici M; pracuje v prostoru O(S?(n)) a pfijimé jazyk L. O
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6 Pokrocilé véty o tridach slozitosti

Lemma 3 (Translaéni).
Necht S1: N—N, Sy: N—N, f: N—N jsou prostorové konstruovatelné a
Vn Sa(n) > n, f(n) > n. Potom

NSPACE(S1(n)) € NSPACE(Sz(n)) =
NSPACE(S:(f(n))) € NSPACE(S2(f(n))).

Diikaz. Necht L; € NSPACE(S1(f(n))) a necht M je stroj, ktery to ukazuje.

Sestrojime jazyk Lo, ktery bude patfit do NSPACE(S1(n)).

Necht Ly = {2$!|M; piijimd = v prostoru S;(|x| +i)}. Ziejmé pro viechna
i takova, ze |z|+i > f(|z|), plati # € L1 < x$° € L. Tento argument se nazyva
padding argument. Jde o to zvétsit délku slova bez pfiddani nové informace, ¢imz
se stroji, ktery nad slovem pracuje, poskytne vice prostoru (piipadné ¢asu).

Zkonstruujeme My piijimajici Lo v prostoru Sp(n).

Vstup: z$?

Algoritmus: Stroj Ms nejprve oznaé¢i Sy (|| + ) policek na pracovni pésce.
Dale pokracuje My simulaci stroje M a pfijme pravé tehdy, pokud prijme M;
a neopusti pfitom vyznaceny prostor. My zFejmé pracuje v prostoru Sy (n), tedy
L € NSPACE(S:i(n)). Navic plati € Ly < Ji < f(|z]) : 2$" € Lo. Jinymi
slovy, existuje i takové, ze stroj M; bude mit dost prostoru pro pfijeti v prostoru
S1(|z| + ).

Protoze podle pfedpokladu plati NSPACE(S1(n)) € NSPACE(S3(n)),
dostdvame, ze existuje nedeterministicky Turingtuv stroj M3, ktery pfijima Lo
v prostoru Sa(n).

Nynf sestrojime My, ktery ptijimé L v prostoru Sa(f(n)).

Popis prace M4 nad vstupem z.

e Na pulené pracovni pasce si ozna¢i na hornf stopé f(|z|) policek a potom
si na doln{ stopé oznaci So(f(|z|)) policek, pficemz pouzivd horni stopu
jako vstup. To lze, nebof f i Sy jsou prostorové konstruovatelné. Protoze
Sa(|x]) > |x|, My zabere presné Sa(f(|z])).

e M, simuluje M3 na vstupu z$ (pro dostatecné velké i) s tim, ze pokud je
vstupni hlava M3 nad z, je hlava M4 na odpovidajici pozici, je-li vstupni
hlava M3 nad $¢, tak vstupni hlava M, zistavé na konci slova z a pozice
hlavy je poc¢itana na zvlastni pracovni pasce My.

e Pocitadlo nepusti vstupni hlavu M3 za pozici, kdy uz by ¢&itac pretekl z
prostoru Sy (f(|z])), tedy i < 292(/(21) nebot v prostoru So(f(|x|)) mize
pocitadlo bindrné pocitat az do 252(f (1),

e M, ptijme x prave, kdyz M3 ptijme.

Plati: z € Ly & 3i < f(|z]) : 28" € Ly = L(M3). Vime ale, ze So(n) > n,
tedy Sa(f(|z])) > f(|z]), z cehoz dostavame 2%2(F(ZD) > f(|z[). Jiz difve jsme
ukézali, ze staci i < f(|z]), tedy naSe simulace umoznuje zkouset dostatecné
velkd 4.

Tedy ¢ je dostatecné velké.

Na zdvér dostdvame z € L(M,) < 28 € L(Ms) & z € Ly a tedy L; €
NSPACE(S2(f(n))). O
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Véta 20 (O nedeterministické prostorové hierarchii).
Necht e >0 ar > 1, potom NSPACE(n") ¢ NSPACE(n"**).

Drikaz. Diky hustoté racionalnich ¢isel vime, ze

s+1

Vr Ve ds,t € N : r§§< <r+e. (22)

Ukazeme, ze NSPACE(n*/t) ¢ NSPACE(nt1)/t). Ditkaz provedeme
sporem. Necht tedy NSPACE(n(st1)/t) C NSPACFE(n®/t). Pouzijeme (s+1)-

krét translacni lemma, postupné pro funkce f(n) = n(**9% proi =0,...,s.
i=0 NSPACE(n**1*) C NSPACE(n*") (23)
1=1 NSPACE(n(b-‘rl)(é-l-l)) C NSPACE(TL‘S(‘S—FD)
i= NSPACE(n+Y6+2)) € NSPACE(n*+2)
i=s—1 NSPACE(n+H@s=1)y c NSPACE(n*?s~Y)
1 =35 NSPAC’E(n(s+1)(2s)) - NSPACE(TLS(ZS))

Prava strana kazdé inkluze je vnofenda do levé strany inkluze pro i o jednicku
mensi. Dostaneme prostym porovnanim exponentu u n.
Zietézenim dostaneme

NSPACE(n*t9)2)) € NSPACE(n® ) C DSPACE(n*") ¢ (24)

¢ DSPACE(n*"*2%) C NSPACE(n(st)(29)). (25)

Uvedené schéma vede ke sporu, nebot vpravo i vlevo je stejnd tiida a upro-

stied je ostra inkluze. O
Definice 15.

Tvrzeni parametrizované cislem n je pravdivé skoro vsude, plati-li na vSech
kromé konecné mnoha n.

Turzent parametrizované ¢islem n je pravdivé nekonecné casto, plati-li na
nekoneéné mnoha n.

Lemma 4.

Necht L je jazyk prijimany deterministickym Turingoviym strojem s pros-
torovou sloZitosti S(n) skoro vsude. Potom L je prijimany jinym strojem M’ s
prostorovou sloZitosti S(n).

Dikaz. Koneéné mnoho vyjimek, kde vypocet presdhne S(n) oSetiime pomoci
tabulky. Takovy stroj ale nelze efektivné sestrojit, protoze nedokazeme vyjimky
identifikovat. O

Lemma 5.

Nech? je ddn deterministicky Turingiv stroj M, délka vstupu n a é&islo m.
Ezistuje algoritmus zjistujici, zda m je maximdini pocet pouZitych bunék na
pracovnich pdskach pii praci M na vstupech délky n. Algoritmus vidy skondi.

Druikaz. Stacéi simulovat vypocet M a pocitat kroky pro detekci ptipadnych
nekoneénych smycek (prekroceni poctu moznych konfiguraci). O
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6.1 Véta o mezeriach (Borodin)

Véta 21 (Borodinova, o mezerich).
Necht g(n) > n je rekurzivnd funkce. Potom existuje rekurzivond funkce S(n)
takovd, Ze DSPACE(S(n)) = DSPACE(g(S(n)))

Diikaz. Necht My, M, ... je oéislovani vSech deterministickych stroji. Oznaéme
Si(n) = maximum pouzitych bunék stroje M; na vstupu délky n.

Pokud se M; vzdy zastavi, je S;(n) jeho prostorové slozitost. Pokud se M;
na néjakém vstupu délky n nezastavi, je S;(n) nedefinovdno (respektive rovno
+00).

Pozndmka: zjistit, zda S;(n) = 400 nelze, ale pro libovolné pevné dané m
1ze zjistit, zda S;(n) < m (viz lemma 5).

Zkonstruujeme funkci S(n) takovou, ze pro vSechna k bud

Sk(n) < S(n) skoro vsude (26)
nebo
Sk(n) > g(S(n)) nekonectné casto. (27)
Uvedené nerovnosti pozadujeme, abychom zajistili:
Vk : L(My) € DSPACE(S(n)) < L(Mj,) € DSPACE(g(S(n)))  (28)

Stroj M), splitujici 26 1ze pomoci kone¢né mnoha vyjimek zménit tak, aby
nerovnost platila vsude podle lemma 4, a stroj spliujici 27 naopak nelze pomoci
kone¢né mnoha vyjimek zménit tak, aby platila opaéna nerovnost.

Z 26 a 27 plyne, ze neexistuje k takové, ze S(n) < Si(n) < g(S(n)) skoro
vsude. Stroj My, by potom pfijimal jazyk, ktery neni v DSPACE(S(n)), ale je
v DSPACE(g(S(n))). Tomu se chceme v konstrukci vyhnout.

Popiseme nyn{ konstrukei S(n) pro danou hodnotu n. Vezmeme My, ..., M,
a zvolime S(n) tak, ze Vi,1 < i <n:S;(n) < S(n) nebo g(S(n)) < S;(n).

V pifpadé, Ze jsou vsechna S;(n) koneénd, staci vzit za S(n) maximum, jak
bylo ale jiz vyse uvedeno, nelze o konecnosti S;(n) rozhodnout. Proto budeme
problém ftesit "z druhého konce”.

Necht j = 1 a spoéitejme g(j) (to lze, nebot g je rekurzivni). Zjistime, zda
existuje stroj M; takovy, ze j < S;(n) < g(j) (to ndm umoznuje lemma 5, nebot
nyni mdme horni odhad na S;(n)).

Jestlize takové M; neexistuje, muizeme polozit S(n) = j, nebot Zadny stroj
M; nepocita s protorovou slozitosti mezi S(n) a g(S(n)).

Jestlize takové M; naopak existuje, volime j = S;(n). Pokracujeme spocita-
nim g(j). Cyklus se zastavi nejvyse po n interacich, nebot v kazdé se jedno S;
stane dolni hranici intervalu.

Takto konstruovand funkce S(n) spliiuje podminky 26 nebo 27, nebot pro
dané k byl stroj M} uvazovan pro vSechna n > k v mnoziné My,..., M, pii
konstrukei S(n). Tedy Si(n) nebylo v intervalu (S(n), g(S(n))]. Proto muselo
byt bud nekoneéné mnohokrat nad timto intervalem nebo skoro vzdy pod.

Necht L € DSPACE(g(S(n))), potom existuje deterministicky Turingtv
stroj M}, rozpoznavajici L v prostoru g(S(n)), tedy Vn Sg(n) < ¢(S(n)). Z
konstrukce S(n) plyne, ze pro n > k plati Si(n) < S(n) skoro vsude. Tedy M,
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pracuje v prostoru S(n) skoro vSude a podle lemma 4 existuje jiny stroj, ktery
pfijimé L v prostoru S(n) viude, tedy L € DSPACE(S(n)).

Mame DSPACE(g(S(n))) € DSPACE(S(n)). Inkluze na druhou stranu
je trividlni, tedy dostdavame rovnost a tvrzeni véty je dokdzéno. O

6.2 Veéta o zrychleni

Véta 22 (Bloomova, o zrychleni - prostorova verze).

Necht r(n) je rekurzivni funkce. Potom existuje rekurzivnd jazyk L takovy, Ze
pro kazdy deterministicky Turingiv stroj M; rozpozndvagjici L v prostoru S;(n)
existuje deterministicky Turingdv stroj M; rozpozndvajici L v prostoru S;(n),
kde r(S;(n)) < Si(n) skoro vsude.

Nez pristoupime k samotnému dukazu véty, uvedeme si dvé pomocné tvrzeni.

Lemma 6.
Bez ujmy na obecnosti miuzeme predpokladat, Ze funkce r je neklesajici a
prostorové konstruovatelnd. Navic plati r(n) > n?.

Dikaz. Pokud r(n) nespliuje uvedené pozadavky, definujeme
r’(n) = max{pocet bunék pouzitych k vypoctu r(1),...,r(n),n?}  (29)

Je ziejmé, ze '(n) je neklesajici a prostorové konstruovatelnd. Také ziejmeé
plat{ '(n) > r(n) a tedy staci dokdzat vétu pro r’'(n). O

Lemma 7.
Definujeme-li h(n) = r(h(n — 1)), h(1) = 2, plati, Ze h(n) je prostorové
konstruovatelnd.

Dikaz. Plyne z prostorové konstruovatelnosti r(n). O

Diikaz. Necht M, M, ... jsou o&islované deterministické Turingovy stroje s
jednoprvkovou vstupni abecedou. Déale budeme predpokladat, ze délka zakddo-
van{ stroje M; je nejvyse log, i (bez dukazu).

Zkonstruujeme jazyk L takovy, ze

1) pokud stroj M; rozpoznava L, pak S;(n) > h(n — i) skoro vsude
2) Vk 35 M; : L(M;) = L a S;(n) < h(n — k) skoro vsude

Pokud takovy L najdeme, jsme hotovi, nebot je-li ddno i takové, Zze L(M;)
L, potom zvolime k = i+1 a diky podmince 2 vime, ze 35 : L(M;) = L a S;(n)
h(n—i—1), diky podmince 1 potom S;(n) > h(n—i) = r(h(n—i—1)) > r(S;(n)

Popisme nyni konstrukei takového jazyka L (nad abecedou {0}).

Necht mame pevné n. Definujeme

o(n) =min{j : j <n,S;(n) <h(n—j),Yi<n:o(i) #j}

Pokud je o(n) definovéno, fekneme, Ze stroj M,,) je zrusen cislem n.

V jednom kroku konstrukce uvazuji pevné dané n a mnozinu téch stroju,
které nebyly zruseny zadnym k, k£ < n. Tato mnozina je v kazdém kroku kon-
strukce koneénd. Z této mnoziny vyberu stroj s nejmensim indexem j = o(n)
takovy, ze Sj(n) < h(n — j), pokud takovy index existuje.

Nyni zaru¢im, aby zadny zruSeny stroj nepfijimal jazyk L: 0" € L &
o(n) je definované a M,y nepfijima O"

~ Al
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Ukazme, ze L spliiuje obé uvedené podminky.

Necht i je takové, ze L(M;) = L a uvazujme stroje My, ..., M;_ ;. Nékteré
z téchto stroju jsou zruseny, kazdy je zruSeny néjakym konkrétnim n. Necht ng
je maximum z téchto ¢isel. Potom plati: Vn > max{ng,i} : Si(n) > h(n — ).
Dokézeme sporem. Necht In > max{ng,i} : S;(n) < h(n — i), potom je ale
splnéna podminka pro zruseni M; a tedy L(M;) # L. Tedy podminka 1 je
splnéna.

Ukazme dale, ze L spliiuje i podminku 2.

Necht k je libovolné pevné, zkonstruujme M; takovy, ze L(M;) = L a
S;(n) < h(n — k) skoro vsude. Jinymi slovy, M; bude na rozhodnuti, zda 0"
patii do L, potifebovat prostor nejvyse h(n — k) skoro vsude.

Pro vstup O™ musi Mj:

1) zjistit, zda je o(n) definovdno a pokud ano, tak o(n) spocitat,
2) po zjisténi o(n) odsimulovat M,,), aby mohl rozhodnout, zda 0™ € L.

Chceme-li zjistit o(n), musime nejprve zjistit, které stroje M;, i < n byly
zruSeny né&jakym ¢islem [ < n. Pro pevné i a [ staci pracovat v prostoru h(l —1),
protoze pokud ¢&islo [ zrusi stroj M;, tak S;(1) < h(I—i). Pro vymezen{ uvedeného
mnozstvi prostoru potiebujeme, aby byla h prostorové konstruovatelna.

Zde se ovsem objevi problém v piipadé, ze [ — i > n — k, protoze potom se
simulace do vymezeného prostoru nevejde. Problém obejdeme drobny trikem.
Uvazujme My, ..., My a nechf n; je nejvétsi éislo, kterym je néktery z téchto
stroju zruSen. Modifikujeme M tak, ze VI < n; bude fidici jednotka obsahovat
informace o tom, zda O' € L a &islo stroje zruseného éislem [, pokud takovy
existuje. Potom Vn < nj pracuje M s nulovou prostorovou slozitosti, pro n > ny
staci odsimulovat stroje M; proi=k+1,...,n.

Stroj M; pracuje na vstupu 0" v prostoru h(l —¢) < h(n — k), protoze [ <n
a i > k. Tedy stroj M; se do uvedeného prostoru vejde, jesté je tieba ukazat, ze
se do néj vejde i stroj M pri simulaci M;.

Pro n > ny, je-li definovano o(n), tak o(n) je alespoin k, tedy My(,) na
vstupu O™ pracuje v prostoru h(n — o(n)), coz je nejvyse h(n — k), protoze
o(n) > k.

M postupné simuluje stroje M; pro k+1 < i < n na vstupech 0! pro [ < n.
Pro kazdou dvojici (4,1) staci reprezentovat na stroji h(l — ¢) bunék stroje M;.

i < n, M; je zakédovan v nejvyse log, ¢ < log, n bunikach stroje M, tedy tim
spiSe libovolny symbol stroje M; 1ze zakdédovat v log, n symbolech stroje M.

Protoze vime, 7e r(z) > x2, plati h(x) > 22" (dukaz lze indukci).

Tedy h(n — k) > 22""* > log, n skoro viude, tedy prostor h(n — k) staéf
pro simulaci M; pro skoro vSechna n.

Kromé mista na simulaci potfebuje M také prostor na uklddani seznamu
zrusenych stroju. Zrusenych stroju je nejvyse n, tedy je potieba nejvyse n-logy n
mista. Plati n -logyn < n? < h(n — k) skoro vsude.

M tedy pracuje v prostoru 2h(n — k) skoro vsude, dle lemma 4 existuje M’
pracujici v prostoru 2h(n — k) vSude a podle véty o kompresi existuje stroj M",
ktery pracuje v prostoru h(n — k) vsude. O
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