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1 Zakladni definice

1.1 Vypocetni model

Definice 1 (Turinguv stroj).
Deterministicky Turingiv stroj (DTS) M s k-pdskami, kde k je konstanta,
je pétice

M = (Q,E,é, q07F) (1)

Q = konecnd mnozina stavu 1idict jednotky

> = konecnd pdaskovd abeceda

§:Q xYF i Q x XF x {L, N, R}* je prechodovd funkce (Gdstecnd)
qo € Q = pocdtecni stav

F C Q = mnoZina prijgimajicich stavi

Véta 1 (Kleenova o normalni formé). Pro kazdé k > 1 existuji
e CRF U, k+ 1 proménngch
o PRP Ty k+ 2 proménnych

PRF U jedné proménné

PRF si k+ 1 proménngch

takové, Ze

1) Wy, je univerzdlng funkei pro tiidu viech CRF k proménnyjch.
(e, x1,...,x1) vycisluje e-tou CRF k proménnijch.

Navic z odvozeni CRF lze efektivné ziskat e a naopak z e lze efektivné
ziskat odvozeni prislusné CRF.

2) \Ijk(eaxla cee ,l’k) = U(,uka(eaxla ce 7xk;y))

3) si jsou prosté funkce rostouct ve viech proménniych.

AL1, .. 2 Sple o1, xg)

4) Uonin(e, 21,y 2my X1y ooy @) =2 U (Sm(€, 21,0y Zm )y T1y - o o, Tny)

Tern(e’gv f) = Tn(sm(e, g)vf)
5) Tr(e,x1, ... xp,y) & Tp(e,x1, ..., x5, 2) > y=2

Dikaz. Oklikou pres Turingovy stroje (univerzalni stroj).

Univerzélni TS Y blokl Y blok2 A blok3 xO; x O,... Y. Cisla kédujeme
undrné (z jako z + 1 ¢ar).

Zakladn{ idea: bez dat Y M Y blok2 A blok3 xO; X Oz ... Y (otekdvame
data).

Konstrukce s, (e, x1,...,Zm). Chceme PRF. Zkontrolujeme, zda e po roz-
kédovani obsahuje M, jestlize ne, je vysledkem nulova funkce. Jestlize ano, nej-
levejsi vskyt M nahradime ||...|A||...|A.. A | M. O



Véta 2. Predikdat Wi(e,x1,...,2k) | je rekurzivné spocetny, neni rekurzivni,
jeho negace meni rekurzivné spocetnd. Ddle Vi nelze rozsirit do ORF.

Dokonce pokud o je CRF, kterd je rozsitenim Uy, potom lze efektivné nalézt
vstup Z takovy, Ze a(2)7.

Dukaz. 7 definice je ziejmé, ze Wi(...)| je rekurzivné spocetny predikét.

Staci ukdzat, ze = Wg(...)| neni rekurzivné spocetny. Z toho piimo plyne, zZe
U (...)] nenf rekurzivni.

Bez djmy na obecnosti uvazujme k=1. Pouzijeme Cantorovu diagonalni
metodu.

Kdyby ¥y (...)] byl rekurzivni, potom by =¥, (x, z)] byl také rekurzivni, tim
spise rekurzivné spocetny. Tedy pro néjakou CRF ¢ by platilo ~¥, (z, z) | <
o(x) |. Vezmeme-li index funkce ¢ (ozna¢me jej zg), dostdvdme Uy (z,z) | <
Uy (x0, )|, po dosazeni © = xo dostdvame —¥1 (g, zo)|< V1 (zo, z0)]. Spor.

Pro dukaz zbytku tvrzeni predpoklddejme, ze h(e,x) je ORF rozsifenim
U, (e, ). Potom 1+ h(z,z) je ORF g. Nechf g ma index o, tj. g(z) ~ U1 (zq, x).
Protoze g je ORF, pro vSechna x plati ¥y (xo, )|, tim spise ¥y (xg,x0)]. Tedy
dostdvame h(xg,z9) = ¥1(zo,x0). Coz ovsem vede ke sporu: 1+ Uy (zg,x0) ~
h(zo,x0) ~ ¥y (20, x0). } §

Dodatek: Ke kazdé CRF (e, x), kterd je rozsifenim univerzalni CRF, lze
efektivné najit zo takové, ze ¢(xg, xo)T. Dikaz je totozny. O

Myslenka obsazend v predchozim dukazu je zalozend na Cantorové diago-
nalni metodé. Spor na diagondle si vynuti divergenci, nebot rovnost funkei je
jenom podminénd, tedy v pripadé divergence je vSe v poradku.

Univerzéalni funkce pro danou t¥idu funkei bud nemtize patfit do této tiidy,
nebo nemuze byt totalni.

2 Rekurzivné spocetné mnoziny

Definice 2. W, (z-td rekurzivné spocetnd mnozina) = dom (o) = {y : v (y)l}
Definice 3 (K). K ={x:2 e W,} ={z: ¢, ()|} = {x: ¥1(x,2)]}

Mnozina K souvisi s tzv. halting problémem, neboli problémem zastaveni
Turingova stroje. Plati o ni nésledujici tvrzeni.

Véta 3. MnoZina K je rekurzivné spocetnd, neni rekurzivni, K nent rekurzivné
spocetnd.

Dikaz. K nenf rekurzivni, nebot K nenf rekurzivné spocetna. K nenf rekurzivné
spocetna, nebgt7 kdyby byla, méla by index zg. Jednoduchou diagonalizaci dos-
tavame xg € K & xg € W, & 29 € K. Spor. O

2.1 1-preveditelnost, m-preveditelnost

Definice 4. Mnozina A je 1-prevedilnd na B (znadime A <; B), jestliZe exis-
tuje prostd ORF f takovd, Ze x € A < f(x) € B.

MnoZina A je m-prevedilng na B (znacime A <,, B), jestlize existuje ORF
f (ne nutné prosta) takovd, Ze x € A < f(x) € B.

MnoZina M je 1-iuplnd, jestlize M je rekurzivné spocetnd a kaZdd rekurzivné
spocetnd mnozina je na ni 1-prevedilnd.



MnoZina M je m-iuplnd, jestliZe M je rekurzivné spocetnd a kaZdd rekurzivné
spocetnd mnozina je na ni m-prevedilnd.

Nasledujici véta ukazuje, ze halting problem je vzhledem k 1 a m-ptevoditel-

s

Véta 4. K je 1-uplnd.

Drikaz. Méjme libovolnou rekurzivné spocetnou mnozinu W.
Mgjme CRF a(y, z, w), popisujici z-tou rekurzivné spoc¢etnou mnozinu. Tedy

aly,r,w)|l & ye W, & Vi(z,y)] < 0 (y)l (2)

Provadime obvykly trik s fiktivni proménnou, funkce o na hodnoté w nezalezi.
7 s-m-n véty dostavame:

O[(y7 x, UJ) ~ \113(&7 Y,x, ’IU) = q11(52<a'a Y, JJ), U}) = stz(a,y,l’) (U}) (3)
Oznacéme h(y,z) = s2(a,y,x) (s2 je PRF, tim spise ORF).

Yy e W, & Oz(y71'7U})l <~ Ph(y,z) (w)l ~ @h(y,m)(h(yax))l <~ h(yu (E) eEK (4)

Zde jsme mohli za w dosadit h(y,z), nebof hodnota a na w nezdlezi! Tedy
W, <1 K pomoci funkce \y h(y, z). O

Lemma 1. Ky = {{y,z) : y € W} je 1-iplnd.
Dikaz. Ziejmé. K <3 Ky a K je 1-iplné. O
Lemma 2 (Poznamky k 1-pfeveditelnosti).
1) Relace <1 a <, jsou tranzitivni, reflexiond.
2) A<, B= A<, B
3) B rekurzivni, A <, B = A rekurzivni.
4) B rekurzioné spocetnd, A <,, B = A rekurzivné spocetnd.
Diikaz.
1) Ztejmé.
2) Ziejmé.

3) Slozenim funkce dokazujici <,, s procedurou, ktera rozhoduje o z € B
dostaneme proceduru rozhodujici o A. Dostavame ca(z) = cp(f(x)).

4) Stejné.

Diisledek 1. K a K jsou m-nesrovnatelné.

Diikaz. Plyne z faktu, ze K je rekurzivné spocetnd, K neni a z bodu 4 ptedcho-
ziho lemma. U

Definice 5 (Rekurzivni permutace). Permutace na N, kterd je ORF, se
nazyvd rekurzivni permutace.



Definice 6 (Rekurzivni isomorfismus). MnoZiny A a B jsou rekurzivné
isomorfni, jestlize existuje rekurzivni permutace p takovd, Ze p(A) = B. Znaéime
A=B.

Definice 7.
A =1 B, jestlize A<; B & B <1 A.
A =, B, jestlize A <,, B& B <,, A.

Véta 5 (Myhill). A=B< A= B

Diikaz. Jednd se o efektivni verzi Cantor-Bernsteinovy véty.

= Trividlni.

< 7 predpokladi mame dvé prosté ORF prevadéjici vzajemné A na B a
opa¢né. Cheeme sestrojit rekurzivni permutaci h takovou, ze h(A4) = B.

Plan: v krocich budeme generovat graf h tak, ze v kroce n bude platit

{0,...,n} C dom(h), {0,...,n} Crng(h).

Z toho plyne, ze h bude definovana na celém N a bude na. Soucasné zajistime,
ze h bude prosta.

Navic budeme chtit, aby platilo y € A < h(y) € B, tedy aby h prevadéla A
na B.

Zacneme v bodé 0 a polozime h(0) = f(0). Rozlisime nésledujici piipady:

1) f(0) = 0: vse je v porddku, h(0) = f(0) =0 a 0 € A< 0 € B, pokracuje-
me dalsim prvkem.

2) f(0) # 0: rozlisime dva podpiipady

a) ¢(0) # 0: vse v porddku, definujeme h(g(0)) = 0.
Tedy 0 € dom(h) Nrng(h).

b) ¢(0) = 0: nemuzeme pouzit h(g(0)) = 0, protoze v bodé 0 je jiz
h definovdna. Najdeme tedy volny bod. Definujme h(g(f(0))) = 0.
Urcité g(f(0)) # 0, protoze g je prostd a f(0) # 0. Timto jsme opét
dostali bod 0 do defini¢niho oboru A i oboru hodnot. Zaroven funkci
h definujeme podle f a g, tedy prevadi vzajemné A na B.

Indukéni krok: necht v kroce k je z prvni volny prvek. Viechna éfsla mensi jak z
méme v dom(h)Nrng(h). Podivame se, zda je f(z) volny. Jestlize ano, polozime
h(z) = f(2). Jestlize f(z) neni volny, hledam zig-zag dalsi volny. Maximélné z
prvku je blokovanych. O

Dausledek 2. K = K,
Diikaz. Ziejmé, nebot K =1 K. O

Mnozin, které jsou ekvivalentni mnoziné K, je vSéak mnohem vice. Jesté jich
mnoho uvidime v dal$im textu. Ukazme si vSak nyni alespon jednu takovou.
Uvazme mnozinu A = {z : W, # 0}, tedy mnozinu programu, které konverguj{
alespon na jednom vstupu.

A je rekurzivné spocetnd, A = {x : Jy, s (y pati{ do W, za s kroku)}.

Ukazeme, ze A = K. Protoze K je 1-iplnd, zfejmé plati A <; K.

Pro opac¢ny smér chceme prostou ORF & takovou, ze

reW,sreKeh(z)e Ae Wy #0 (5)



Idea. Vytvoiime program, ktery ¢ekd, zda z padne do K, jestlize ano, da ¢y
vsude definované. Jinak nedéla nic.

a(z,w)] & e(z)] (6)
a(z,w) = ppa)(w) (7)
Tedy = € K znamend W) = N. Naopak x ¢ K znamenad Wj,(,) = 0.
Lemma 3. @ je ORF, potom JyQ je rekurzivné spocetny predikdt.
Diikaz. 11,Q je CRF, jeji definiéni obor je Jy Q. O
Véta 6. Predikdt IyTy (e, x1,...,xk,y) je univerzdlnim RSP pro tridu RSP k

proménnyjch.

Dukaz. 7 véty o normélni formé. O

Dausledek 3. Lze definovat index (Gddelovo ¢islo) rekurzivné spocetného pre-
dikdtu.

Veéta 7. Konjukce a disjunkce zachovdvaji rekurzivni spocetnost. Tedy prunik a
sjednocent rekurzivné spocetnyjch mnozin je rekurzivné spocetnd mnozina. Stejné
pro predikdty.

Diikaz. Pro prunik spustime oba programy soucasné a ¢ekdme, az se oba zastavi.
Pro sjednoceni ¢ekame, az se zastavi alespon jeden.
Formalné pro prunik.

Is1T1(x, 2, 81) & Fs2T1(y, 2, 52) < Fw(Th(z, 2z, (w)2,1) & T1(y, 2z, (w)2,2)) (8)
Uvedeny predikat je rekurzivné spocetny, tedy mé néjaky index.
IsTs(e, x,y, 2, 8) < IsTi(s2(e, x,y), 2, 5)
O

Véta 8. Omezend kvantifikace (Vy)y<¢ a existenéni kvantifikace (pro k>2)
zachovdvaji rekurzivni spocetnost.

Drikaz. Neformélné: omezeny kvantifikdtor lze zkontrolovat for cyklem.
Formalné:
(Vy)yit ds Tk(eyxh'"axk—lay)‘g) <~ (9)
& Fkéd (k+1)-tice w (Vy)y<t Th(e, 1, .., Tr—1,Y, (W)t41,y) (10)
Cést s omezenym kvantifikitorem je PRP, véetné existenéniho kvantifikdtoru
je to rekurzivné spocetny predikat, tedy mé néjaky index b.
s T (bye, a1, ... xp—1,t,8) < Is Ti(s1(b,e),z1,...,Tk-1,t,8).  (11)
Pro existenéni kvantifikator je situace jesté jednodussi. Kvantifikaci pres dvé
proménné pievedeme na kvantifikaci pres jednu, kterou budeme povazovat za
kéd dvojice a v predikatu potom vydélime jednotlivé slozky. Dostdvame predikat
k—1 proménnych, proto pozadavek na minimalni velikost k!
JyIs Ti(e, 21, -, 21,9, 8) & 3w Ti(e, z1,. . 21, (W)2,1, (0)2,2) (12)
< ds Ti(d,e,xq, ..., xp—1,8) < Is Tp_1(s1(d,€),21,...,Tk-1,5) (13)

O



Véta 9. Nécht Q je RSP k+1 proménngjch. Potom existuje CRF ¢ k promén-
nych takovd, Ze

o@y,...,z)l e Fy Qzy,...,2%,Y) (14)
@(mlv"-,wk)l = Q(xl,'"axkvcp(‘xlv"'vxk)) (15)

Diikaz. Véta fikd, ze pro kazdy rekurzivné spocetny predikat existuje CRF
takovd, ze konverguje pravé, kdyz existuje y spliujici predikat. Tato funkce
navic piimo vraci jedno takové y, pro které predikat plati. Tato o je selektor na
grafu Q.

Pro k = 1. Ddno x, hleddme nejmensi dvojici (y, s) takovou, ze za s kroku
oveiime, ze Q(x,y) (tj. program pro @ konverguje za s kroki). Pak vyddme y.

Obecné: univerzalni vyjadreni RSP 3s Th(e, x, y, s), hleddme nejmensi w (kéd
dvojice) tak, ze

p(x) = (pwTa(e, x, ()21, (W)2,2))2,1- (16)
Funkce ¢ tedy vraci prvni slozku z prvni dvojice, kterou najde (v usporddani
daném nasim kédovanim dvojic). O

Véta 10. Funkce je CRF < md rekurzivné spocetny graf.

Diikaz. Je-li o CRF, je jeji graf rekurzivné spocetny: (x1, ...,z y) € Graf < 3s
za s kroku program konverguje.

Opaéné, je-li graf funkce ¢ rekurzivné spocetny, je selektor na néem CRF, ale
selektor na grafu funkce je pfimo ona funkce. O

Véta 11 (Postova). o
Mnozina M je rekurzivni prdvé, kdyz M i M jsou rekurzivné spocetné.
Predikdt Q) je ORP pravé, kdyz Q i -Q jsou RSP.

Diikaz. ”=": Trivialni.

7" Intuitivné: M = dom(Py), M = dom(P,). Pustime oba programy sou-
casné a cekame, ktery se zastavi. Zastavi se pravé jeden.

Formélné: (z € M & y = 1)V (x € M & y = 0) je rekurzivné spocetny
predikat, selektor na ném je ORF, ktera je charakteristickou funkci pro M. [

Lemma 4. Kazdd rekurzivné spocetnd mnozina je oborem hodnot néjaké CRF.

Diikaz. Vytvoiime mnozinu dvojic R = {(z,y) : z € W, & y = z}. Mnozina R
je rekurzivné spocetna, tedy mé CRF selektor ¢, plati dom(y) = rng(p) = W,.

Myslenka toho dikazu je, ze body, kde ¢, konverguje, vyneseme na diagonalu
a vytvorime selektor. Jeho definiéni obor bude zarovén jeho oborem hodnot. [

Véta 12. Kazdij obor hodnot CRF je rekurzivné spocetnd mnoZina.

Diikaz. Zkontruujeme pseudoinverzni funkci h k CRF . O



2.2 Generovani rekurzivné spocetnych mnozin

Definice 8. Funkce f je usekovd, jestlize jejim definicnim oborem je pocdteéni
usek N (nebo celé N).

Véta 13. Rekurzivni mnoZiny jsou pravé obory hodnot rostoucich isekovych

CRF.

Diikaz. Definujeme CRF f, ktera bude rostouci a tsekova.

Zacneme f(0) ~ u,(x € M).

Déle f(n+1) ~ p,(y > f(n) & y € M)

Opacné. Mame f rostouci tsekovou CRF. V pifpadé, ze je f koneéna (tohle
ale nejsme schopni efektivné rozpoznat!), vime jak, zndme D = dom(f) a tedy
rng(f) je rekurzivni.

V piipadé, ze je f totalni

yeM=rng(f) < 3z(f(z) =y)) & Ix<y(f(z) =y) (17)
Posledni ekvivalence plati, protoze f je rostouci a tsekova. Tedy

yeMeye{f0),....f()} (18)

O

Véta 14. MnozZina M je nekoneénd a rekurzivni pravé, kdyz je oborem hodnot
rostouci ORF. Tedy M lze generovat prostou ORF.

Diikaz. Dusledek nésledujici véty. O

Véta 15. Rekurzivné spocetné mnoziny jsou prdvé obory hodnot prostyjch tuse-
kovych CRF.

Diikaz. ”<": Vime, obor hodnot CRF je rekurzivné spocetnd mnozina.
"=7: Méjme CRF o.
Diukaz provedeme pomoci rekurzivni mnoziny

B = {{z,s): ¢(x)| plesné za s kroki}. (19)

Mnozinu B lze, protoze je rekurzivni, generovat pomoci rostouci tsekové
CRF h. Funkce h generuje dvojice, definujeme tedy g(x) ~ (h(z))z2,1. Zfejmé g
je prosta, usekovd a CRF (a generuje dom(yp)). O

Dusledek 4. KaZdd nekonecnd rekurzivné spocetnd mmnoZina obsahuje neko-
necénou rekurzivni podmnozinu.

Drukaz. Méjme f, kterd prosté generuje M. Vyber rostouci podposloupnost. Ta
je rekurzivni.

9(0) = f(0) (20)
gin+1) = fu;(f(4) > g(n))) (21)
Obor hodnot g je nekonecné rekurzivni mnozina a je podmnozinou M. O

Definice 9 (Imunni mnozina). MnoZina M je imunni, jestlize M je neko-
neénd a neobsahuje nekonecénou rekurzivné spocéetnou podmnoZinu.

Definice lg(Simple mnozina). MnoZina A je simple, jestlize A je rekurzivné
spocetnd a A je imunni.



Lemma 5. Ezxistuje imunni mnozina.

Drikaz. Nejprve neefektivni konstrukce. Budeme pozadovat, aby M byla neko-
necnd a od kazdé nekonecné rekurzivné spocetné se lisila alesponn v jednom bodé.
Nase strategie bude dat do M mnoho prvku a potom, kdykoliv je W, nekone¢na,
vzit néjaky prvek z W, ktery je jesté volny, a ten dat do M.

Krok s. Néjaky volny prvek ddme do M. Vezmu Wy, zeptdm se, zda je W
nekoneénd (neefektivni krok!), pokud ano, vezmu néjaky volny prvek z Wy a
dédm jej do M. V kroce s je blokovano nejvyse 2542 prvki, tedy vidy mizeme
volit.

Nyni si ukazeme efektivni konstrukei.

Problém je rozhodnout, zda W, je nekonec¢na. Nebudeme se tedy ptat,
zda je nekonecnd, ale odstranime vsSechny "hodné velké” mmoziny. V kroce s
odstranime mnozinu Wy, jestlize W, obsahuje prvek vétsi jak 2s.

Qz,y) oyeW, &y>2 (22)

Q je rekurzivné spocetns relace, jeji selektor ¢ je CRF. Nechf A = rng(p),
potom A je hledand mnozina.

Ovéieni, ze A spliiuje pozadované vlastnosti. Pro j > x plati ¢(j) > 2z
(pokud konverguje). Tedy piispévky do Wy, Wyy1,... jsou vSechny vétsi nez
2x. Do mnoziny 0, ...,2x mohou tedy pfispét jenom mnoziny Wy,..., W,_1.
Maéame tedy 2x + 1 ¢isel, S8anci mé jenom x, tedy nejméné x + 1 z nich zustane
mimo A, tj. padnou do A. Tedy A je nekoneénA.

Ovérme druhou podminku. Je-li W, nekoneénd, potom nemiuze byt podmno-
zinou A. Dokonce plati W, C A = W, C {0,...,2z}. O

Vyse uvedend konstrukce dokonce dava konstrukei simple mnoziny mnoziny..

Definice 11.
Tot = {z:W, =N} (23)
Inf = {x:W, nekoneénd} (24)
Fin = {z:W, koneénd} (25)

Véta 16. Tot = Inf

Dukaz. Staci dokdzat Tot <; Inf a Inf <; Tot.
Definujme a(z,w)| < Vj=0,...,w ¢ (j)]
Z s-m-n véty dostaneme a(z,w) =~ @p (g (w).
Jestlize x € T'ot, potom Wj,(,y = N. Naopak pro x ¢ Tot je W, konecna.
Naopak, definujme §(z,w)| < W, obsahuje alespor w prvku.
Z s-m-n véty dostaneme [(x,w) =~ @g(q)(w).
Jestlize we Inf, potom g(x) € Tot. Naopak pro wé¢ Inf je g(x) ¢ Tot. O



Definice 12 (Hyperimunni mnozina). MnoZina B je hyperimunni, jestlize
je nekonecnd a neexistuje ORF f takovd, Ze majorizuje mnoZinu B.

Definice 13. Rikdme, e ORF f majorizuje nekonecnou mnozinu B, jestlize
B = {xg,x1,22,...} je rostouci seznam prvki B a plati f(n) > .

Definice 14 (Hypersimple mnozina). MnoZina A je hypersimple, jestlize A
je simple a A je hyperimunni.

Lemma 6. Hyperimunni mnozina je imunmni.

Diikaz. Sporem. Nechf hyperimunni A neni imunni. Potom mam nekoneénou
rekurzivné spoc¢etnou mnozinu W, kterou A obsahuje.

Definujeme D¢y = i-ty bod W,. Dostali jsme nekonecnou posloupnost
koneénych (jednobodovych) mnozin, které vsechny protinaji A. Spor. O

Véta 17. Mnozina A je hyperimunni < A je nekoneénd a neexistuje ORF f
takovd, Ze

Zde D, oznacuje x-tou konecnou mnozinu. PoZadujeme tedy, aby neexistovala
ORF vybirajici prostym zpusobem konecné mnoziny tak, aby vSechny vybrané
mély neprdazdny prunik s A.

Dikaz. ”=": Dokézeme, ze negace pravé strany implikuje negaci levé strany.
Tedy A je konetna nebo existuje ORF takovéd, ze
Vn(Df(n) NA#0D) &Vi,j (i£] = Df(i) N Df(j) =0). (27)
Je-li A kone¢nd, nemtize byt hyperimunni. Existuje-li takové f, zvolme g(n) =
maz(Uj—y Dy (j))- Potom g(n) majorizuje A. Ziejmé.
Opac¢nou implikaci budeme opét dokazovat jako prevriacenou implikaci ne-
gaci. Necht A neni hyperimunni, tedy méme g, kterd ji majorizuje. Polozme

h(0) = ¢(0) (28)

hin+1) = g(h(n)+1)  (plati g(h(n) +1) = Zp(n)41) (29)
Zvolime f nasledovné

Dyoy = {0,...,h(0)} (30)

Ditmey = {h(n)+1,....h(n+1)} (31)

Protoze plati g(h(n) + 1) > Tpm)41, coz je h(n) + 2 prvki, je kazdd Dy,

neprazdna. [

Véta 18 (Existence hypersimple mnoziny). FEzistuje hypersimple mnoZina.
Diikaz. Pracny, pokud se provddi pifimo diagonalizaci. O

Véta 19 (Dekker). Necht mnoZina A je rekurzivné spoéetnd, nerekurziond,
potom existuje B hypersimple.
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Diikaz. Mnozina A je ziejmé nekonecnd. Existuje f prostd ORF generujici A.
Definujeme

B = {o:3yly>2Afy) < F@) (32)
B = {z:Vy(y>z= fly) > f(2))} (33)

Lze ukézat, ze B je nekoneénd (plyne to z faktu, ze f generuje mnozinu A
proste).

Neexistuje ORF majorizujici B. Kdyby ano, potom by A byla rekurzivni.
Tj. g necht je ORF majorizujici B.

reAsxzerng(f) e xe{f0),...,f(gx)} (34)

Spor.

Ukazme jesté, ze A a B jsou stejné slozité ve smyslu vyéislitelnosti, tedy ze
z jedné vypocitam druhou.

Méam-li B a potiebuji rozhodnout o x € A, najdu prvnich  + 1 prvki z B,
nechf posledni z nich je w.

reAsze{f0),...,f(w)} (35)

Naopak, mam-li A a rozhoduji, zda = € B.
re€B < yly>zAfly < f() (36)
zeB < ({0,....f(@)I\{f(0),.... f()})) nA#0. (37)
O

Véta 20 (Matijasevi€). Predikdt P je rekurziné spocetny pravé, kdyz je dio-
fanticky, tj. existugi 2 polynomy s prirozenymi koeficienty p1, pa takové, Ze

P(yla e 7yn) < Elxlv oo 7xk(pl(gv f) = pQ(ga "Z)) (38)

3 Vety o rekurzi

Véta 21 (O rekurzi). Jestlize f je CRF jedné proménné, potom existuje a
takové, Ze 0y (q)(x) =~ pq(x) pro viechna x.

Dikaz.
AZ,E (P (s1(2,2) (7)) = Wa(e, 2,2) = g, (e,2) (T) (39)
Dosadime z = e a dostavdame hledané a = s1(e, e). Plati totiz
L;Of(sl(e,e))(-'lj) =~ \112(67 €,$> = Psi(ee) (m) (40)
O

Funkce f zobrazuje program na program. Bod a je pevny bodem zobrazeni
f. Jak vypadaji programy a a f(a)? Ktery z nich pocita déle? Uvidime, ze
program a pocitd déle, nez f(a).

Co deld program e na datech (z,)? PoCitd vy (s, (2,2, tj. vezme z a spocitd
neprve s1(z, z), potom f(s1(z, 2)), ktery ale nemusf konvergovat. Jestlize f(s1(z, 2))/,
spusti se na vstup x.

Co deéld program a? Program a vznikne jako si(e,e). Mé&jme na vstupu z.
Program a vezme e a piidd ho k x a spust{ program e na (e, ). Co udéld program

11



e na téchto datech? Spocitd sq(e,e) (tedy spocita a), potom f(si(e,e)) = f(a)
a spusti program f(a) na x.
Program a tedy neprve spocitd a, potom spoéitd f(a) (pokud konverguje) a

VVVVVV

Véta 22 (O generovani pevnych bodi). Pro kaZdou f € CRF existuje
prostd rostouci PRF g takovd, Ze plati:

(90 (%) = Pg(j) () (41)
Tedy g rostoucim zpusobem generuje nekoneéné mnoho pevngch bodu funkce f.

Diikaz. ©f(s,(z,2,5)) () = (e, 2,5, %) = Qg (e,2,5) (7).

Zvolme g(j) = sa(e, e, j). O
Véta 23 (??). Necht h je CRF n+1 proménngjch. Potom existuje ¢islo a takové,
Ze a je indexem funkce Ay, . 5. h(a,x1,...,2,), tedy plati pq(x1,...,2,)
h’(aa L1y 7xn)

Dikaz. h(v,z1,...,00) ~ Ynp1(b,v,21,. .., %) ~ @5 o) (T1, .., Tp)

Nésledné aplikujeme vétu o rekurzi na s;(b,v) v proménné v a dostavame

hledané a. O

Véta 24 (Véta o rekurzi v zévislosti na parametrech). Jestlize f je CRF
n + 1 proménnych, potom existuje PRF g n proménnych takovd, Ze

‘ph(g(yl7~--,yn),y1,-~7yn)(x) > gy ,ennrym) (T)

Diikaz.
(Ph(sn+1(z,z,yl,...,yn),yl,m,yn)(-/E) ~ ¢n+2(€’ ZyYly -5 Yn,y .’L‘) ~ Wsn+1(e,z,y1,m,yn)(x)
Zvolme 9(y1;-~-7yn):3n+1(€7€ay17~-~>yn)~ 0

Véta 25 (Rice). Jestlize A je trida CRF (jedné proménné), kterd je netrividlns,
potom Ax = {z: ¢, € A} je nerekurzivni.

Diikaz. Sporem. Necht A je rekurzivni. Potom lze vytvoiit ORF f takovou, Ze
vSechny prvky z A zobrazi na néjaky prvek b ¢ A a vSechny prvky mimo A
zobrazi na ngjaky prvek a € A. Podle véty o rekurzi existuje pevny bod f uyg,
tedy plati:

Puog = Pf(uo) (42)
Tedy

up € A= f(ug) =b¢ A (43)

ug ¢ A= f(up) =a € A (44)

To je oviem spor, protoZe ug a f(ug) jsou indexy stejné funkce, a tedy bud obé
¢isla v A lezi nebo obé nelezi.

Pozor, nejednd se o tfidu programu, ale tiidu funkci. Tedy i pro jedno-
prvkovou A bude A4 nekonecnd a nerekurzivni (kazda funkce je vycislovand
nekoneéné mnoha programy a rozhodnout o jejich ekvivalenci je nelze efektivné).
Viz nésledujici dusledek. O

Dusledek 5. Necht A = {pc}, potom A = {z : ¢, = e} je nerekurzivni.
Rozhodnout o rovnosti funkci vyéislovaniych dvéma programy nelze algoritmicky.
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4 Produktivni a kreativni mnoziny

Definice 15 (Produktivni mnozina). MnoZina B je produktivni, jestliZe
existuje CRF ¢ takovd, ze W, C B = ¢(x)| & ¢(x) € B\ W,

Definice 16 (Kreatilrni mnozina). MnoZina A je kreativni, jestlife A je
rekurzivné spocetnd a A je produktivni.

Véta 26 (O produktivni funkci). KaZdd produktivni mnozina md produktivni
funkci, kterd je ORF.

Diikaz. Méjme néjakou CRF f produktivni pro B.
Wy jestlize f(g(y))l

O jestlize f(g(y))1

f(g(y)) nemuze divergovat, protoze potom by Wy, bylo rovno prazdné
mnozing, kterd je ale trividlné podmnozinou B. Tedy by f(g(y)) muselo konver-
govat a vracet prvek mimo B. Coz by byl spor.

f(g(y)) tedy konverguje a Wy(y) = W,, tedy pokud W, C B, potom také
Wy € B a tedy f(g(y)) musi konvergovat a vracet prvek mimo W, (coz je
rovno W), tedy novy prvek f(g(y)) € B\ W,,.

Konstrukci g provedeme pomoci véty o rekurzi. Méjme pomocnou ORF h
takovou, ze plati

Wow) =

W, Jjestlize f(x)|
Wha,y) = (45)
! 0 jestlize f(z)7

Takovou h ziskdme pomoci s-m-n véty nasledovneé.
a(z, y, w)le flr)l &weW, (46)
Aplikaci s-m-n véty dostaneme h. Nyni pouzijeme vétu o rekurzi.

W, jestlize f(g(y))l
IPRFE g: Wyy) = Wi = (47)

0 Jjestlize f(g(y))1

Véta 27. Kazdd produktivni mnozZina obsahuje nekonecnou rekursivné spocet-
nou mnozinu.

Dikaz. Neformélné. Méjme mnozinu A a jeji produktivni funkei f. Zaéneme s
W,, = 0 a aplikujeme f. Dostdvdme prvni prvek f(z9) € A. W, = {f(20)}
atd. O

Dusledek 6. Produktivni mnoZiny nejsou imunni, imunni nejsou produktivni.

Véta 28 (O rekurzivni permutaci). KaZdd produktivni mnozina md produk-
tivnd funkci, kterd je rekurzivni permutact, tj. je prostd a na.

13



Druikaz. Méjme funkei f produktivni pro mnozinu A.

Dvé strategie, jedna pro na a jedna pro prostd.

na:

Snadno nalezneme nekonecnou rekurzivni mnozinu M takovou, ze z € M =
W, =N a tedy jistée z € M = W, ¢ A.

Definujeme

_ [ fl@) z¢M
g(x)—{ j x € M & x je j-tym prvkem M. (48)

Takto definovand g je jisté produktivni (W, C A = o ¢ M a tedy plati
g(x) = f(z)) ana (M je nekonecn4).

prosta:
h(0) = f(0) (49)
f(n+1) f(n+1) ¢ {h(0),...,h(n)}
hin+1) = { ? Fin+1) € {h(0),...,h(n)} (50)

V piipadeé, ze je f(n + 1) jiz blokovand, pfiddme k W,,41 prvek f(n+1) a
aplikujeme na index této mnoziny funkci f. V piipadé, ze platilo W,,;1 C A,
dostavame iteraci tohoto postupu prostou posloupnost prvki, z nichz maximalné
n je blokovanych. Prvni neblokovany zvolime jako h(n + 1). V piipadé, ze
opakovénim nedostaneme neblokovany prvek, muselo platit W, 41 ¢ A, tedy
muzeme volit libovolné (ale prosté).

Spojenim téchto dvou strategii dostdvame funkci, ktera je na a prostd. [

Véta 29 (O ekvivalenci pojmu). A je kreativni < A je 1-uplnd < A je
m-uplnd.

Diikaz. Plyne piimo z néasledujici véty. O
Véta 30 (O ekvivalenci pojmii IT). B je produktivni < K <, B < K <,, B

Dikaz. 2 = 3: trividln{
3= 1:

Lemma 7. Jestlize mnozina C je produktivni a C <,, B, potom i B je produk-
tivng. Produktivita se tedy zachovdvd smérem vzhiru pri <,,.

Diikaz. Neformdlné: nechtf W, C B, hleddme novy bod mimo W,. Vezmeme
vzor W, pii f, kde h je funkce dokazujici <,,.

Plat{ h=1(W,) C C, protoze h musi pievadét C na B. Tedy mtizeme na index
mnoziny h~!(W,) aplikovat funkci f, ktera je produktivni pro C. Dostdvame
bod mimo h~1(W,) a tedy jeho obraz pti h musi padnout mimo W,.

Formélné: Existuje ORF ¢ takova, ze slozeni ho fog je hledana produktivni
funkce pro B. (Funkce g vraci index mnoziny h='(W,).) Wy = R~ (W,) =
{y : h(y) € W, } (g ze s-m-n véty)

W, C B = Wy, CC= f(g(z)) € C\ Wy = hfg(z) € B\W, (51)

O
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Protoze K je produktivni, Je 1 B dle predchoziho lemma produktivni.
1 = 2: (B produktivni = K <; B) Cil: prostd ORF g takovd, ze

{f(g(x))} re K
Wg(x) = (52)
0 x¢ K
Potom plati:

reK = Wy =0C B= fg(x) € B\ Wy, = fg(z) € B (53)

reK = Wy ={f(9(z))} (54)
Situace f(g(z)) € B nemuze nastat, protoze potom by
Wg(a:) CB= f(g(x)) €B \ Wg(:z:)a (55)

ale protoze plati Wy, = {f(g(x))}, muselo by platit f(g(z)) € B\ {f(g(x))},
coz nelze. Proto musi platit f(g(x)) € B.

Tedy h = f o g 1-pievadi K do B.
Pro potadek ukazeme konstrukci g. Pomoci s-m-n véty a véty o rekurzi.

{f)} rek
Wa(m,y) = (56)
0 r¢ K

Potfebné o dostaneme pomoci s-m-n véty nasledovné.
Bla,y,w)l & ye K &w=f(y) (57)

Nyni pouzijeme vétu o rekurzi.

{f(g(x))} reK
Woa) = Wateg(a)) = ) ‘K (58)

Definice 17 (U'plné produktivni mnozina). MnoZinu A nazveme uplné
produktivni mnoZinou, kdyz existuje ORF f takovd, Ze

fx) e A\ W, nebo f(x) e W, \ A (59)
Lemma 8. Uplnd produktivita implikuje produktivitu.

Diikaz. Zrejmé. Jestlize plati W, C A, potom W, \ A = ) a tedy mus{ nastat
piipad f(z) € A\ W,, coz dokazuje produktivitu A. O
Véta 31 (O uplné produktivité). A je produktivni < A je iplné produktiond.

Drikaz. Produktivita se zachovava pii <,, a <. Stejné tak se zachovava iplna
produktivita (dikaz je totozny).

K je tiplné produktivni (a to dokonce pti identické funkci - snadno se oveér,
7e (v € K\ W,)V (z € W, \ K). Zbytek je ziejmy. O

Diisledek 7. Protoze K <,, Tot = {z : @, totdlni } = {x : W, = N}, plati
Tot je produktivni.
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5 Dvojice mnozin

Definice 18 (Rekurzivni neoddélitelnost). Dvojice mnozin A, B (ANB =
) je rekurzivné neoddélitelnd, jestlize neexistuje rekurzivni mnoZina M takovd,
ze

ACM,MNB=10(t. BCM) (60)

Definice 19 (Efektivni neoddélitelnost). Dvojice mnozin A, B (ANB =10)
je efektivné neoddélitelnd, jestlize existuje CRF ¢ takovd, Ze

ACW,
BCW, o=@yl &y ¢ WeUW, (61)
W,NW, =0

Jingmi slovy, z indexu aprorimace A a B efektivné naleznu dalsi bod, ktery
lezi mimo tuto aprorimaci.

Lemma 9. Efektivni neoddélitelnost je silnéjsi nez rekurzivni neoddélitelnost

Diikaz. Sporem. Zvolme W, = M a W, = M, kde M je rekurzivn{ mnozina
vyvracejici rekurzivni neoddélitelnost. Funkce dokazujici efektivni neoddélitel-
nost by musela nelézt bod mimo M U M, coz nelze. O

Lemma 10. Ezistuje dvojice rekurzivné spocetngch disjunktnich mnoZin A, B
takovad, Ze A, B jsou rekurzivné neoddélitelné, ale nejsou efektivné neoddélitelné.

Dukaz. Tézky. O

Véta 32 (Existence efektivné neoddélitelné dvojice). Existuji disjunktni
rekurzivné spocetné mnoziny A a B, které jsou efektivné neoddélitelné.

Drikaz. Definujeme:
A={z:p;(x) ~0} B={z:p,(x) =1} (62)

A a B jsou zfejmé disjunktni a rekurzivné spocetné. Podle s-m-n véty existuje
PRF « takova, ze

1 w padne difve do W, nez do W,
Pa(zy)(w) >~ ¢ 0 w padne difve do Wy, nez do Wy, (63)
T w ¢ W, UW,

Prostou diagonalizaci nalezneme bod, na kterém musi ¢, ) divergovat, pro-
toze jinak bychom dosli ke sporu. Divergence « ale znamenad, ze dany bod lezi
mimo W, U W,,.

Formalné. Co udéld ¢q(q,y) (a(z,y))? Kdyby a(z,y) padlo do W,, potom
ziejmé padne difve do W, nez do W, vq(zy) (a(z,y)) by zakonvergovalo a
vratilo 1 a tedy by muselo a(z,y) padnout do B. To nelze. Symetricky se ukaze,
ze a(z,y) nemuze padnout do Wy. Tedy padne mimo tyto dvé mnoziny. O
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Definice 20 (1-uplnost dvojic). Disjunkini dvojice rekurzivné spoéetnijch
mnozin A, B je 1-uplnd, jestlize pro libovolnou disjunktni dvojici rekurzivné
spocetnych mnozin C, D existuje prosta ORF [ takovd, Ze

reC & f(z)eA (64)
reD < f(z)eB (65)
r¢CUD & f(z)¢AUB (66)

Znacime (C,D) <y (A, B).

Véta 33 (Dvojna forma véty o rekurzi). Pro libovolné ORF f, g existuji
m a n takové, Ze

Pm = Pf(m,n) Pn = Pg(m,n) (67)

Obecnéjsi znéni: pro libovolné ORF f, g 0bé k+2 proménnijch existuji PFR w1,
wo 0bé k proménnyjch takové, Ze

Pt (yr,myr) = P01y yr) w2 (Y1se o Unk) Y1, k) (68)

Puwz(yi,-ye) = Pg(wi Vi, yn) w2 (Y1, ¥k ) Y1y Yk) (69)

Diikaz. Méjme ¢y, ), pomoci véty o rekurzi dostaneme funkci a takovou,
7€ Qf(aly)y) = wa(y). Vezmeme pga(y),y), aplikujeme na g vétu o rekurzi a
dostavame n takové, ze @, = Pg(a(n),n)- Nyni staci volit m = a(n).

Jinymi slovy, nalezneme funkci «, ktera ndm bude pocitat pevné body v
zéavilosti na druhé proménné. Potom opétovnou aplikaci véty o rekurzi ziskdme
pevny bod této funkce. Jako m volime hodnotu a v pevném bodé. O

Véta 34. 1-uplné dvojice rekurzivné spocetnych mnozZin jsou prdvé efektivné
neoddélitelné dvojice rekurzivné spocetngch mnoZin.

Diikaz. 1-tplnost = efektivni neoddélitelnost

Méjme (A, B) efektivné neoddélitelné (s funkei f, ktera to dokazuje), (C, D)
1-tplna, tedy plati (4, B) < (C,D) (via h). Vezmeme vzory W, a W, pfi h,
aplikujeme f a opét aplikujeme h.

efektivni neoddélitelnost = 1-tplnost

Necht (A, B) jsou efektivé neoddélitelné, tj. existuje CRF f, kterd to doka-
zuje. Budeme hledat dvojici ORF funkei wq, we takové, ze

AU{f(w1(x),ws(z zeD

W = { AVVE@ ) reD o)
BUA{f(wi(x),ws(x zeC

Ww2(m) :{ B {f( 1( ) 2( ))} x¢C (71)

Snadno se nahlédne, ze potom plati:
xr¢CUD = Wor(@)=a } = flwi(z),ws(z)) ¢ AUB (72)
sz(a:)zB
reC=a¢D= Wor(@)=a (73)

Wesa (@)=BU{f (w1 (@) w2 (2))}
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Kdyby f(wi(z),w2(x)) ¢ A, potom by Wy, (2), W, () byly korektni nadobaly
mnozin A a B, tedy by funkce f na jejich indexech musela vracet novy bod, tj.

flwi(z), w2 () & Woy(2) U W () (74)
ale to je spor, protoze f(w1(z),wa(x)) € Wy, (). Tedy plati f(wi(z),wa(x)) € A.
Analogicky se ukaze piipad z € D.

Zbyva ukazat konstrukei funkci wy a ws. Ty dostaneme pomoci dvojné formy
véty o rekurzi.

W("(ylyyz,ac) = { iu {f(yh y2)} i ; g (75)
Wﬁ(yl,yz,x) { g U {f(ylv yQ)} i ; g (76)
O

6 Godelovy véty

Véta 35 (Godelova véta o neiplnosti - 1. €ast). V rozumniych teoriich je
mnozina dokazatelnych a vyvratitelnych formuli efektivné neoddélitelnd dvojice.

Definice 21 (Zakladni aritmeticka sila). Jazyk proniho rddu:
0 - numerdl pro nulu
1 - numerdl pro jednicku (aby neexistoval jednoprvkovy model)
+, X - funkéni symboly
konecéné mnoho axiomu

Definice 22 (Axiomatizovatelnost). Teorie T' je axiomatizovatelnd, jestlize
mnozina dokazatelngch formuli v T je rekurzivné spocetnd.

Véta 36 (Godelova véta). Jestlize teorie T' 1. Fddu md zdkladni aritmetickou
silu a je bezespornd, pak

1) mnoZina formuli dokazatelngch v T nend rekurzivnd
2) je-li T navic axiomatizovatelnd, pak

a) ezistuje uzaviend formule F takovd, Ze F je nerozhodnutelnd v T (tj.
THFF T¥F-F)

b) vT nelze dokdzat vlastni bezespornost (za nepatrné silnéjsich predpokladi
o teorii T').

7 Reprezentovatelnost CRF v teoriich ZAS

Definice 23 (Reprezentovatelnost). CRF f je reprezentovatelnd v teorii T,
kterd md zdkladni aritmetickou silu, jestliZe existuje formule F' takovd, Ze

flz1,...,zn) ~y =t F(T1,...,Th,7) (77)
l_TF(Oél,...7OZn,ﬂ)& l_T F(ala"'?afw'-Y) :>6:’Y (78)
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Véta 37 (O reprezentovatelnosti). Kazdd CRF je reprezentovatelnd v libo-
volné teorii ZAS, dokonce existuje pro kazZdou CRF formule, kterd ji reprezentuje
ve véech teoriich ZAS soucasné, je to dokonce X1 -formule.

Drikaz. Pomoci Matijasevicovy véty. O

Dusledek 8. Jsou-li A a B disjunktni rekurzivné spocéetné mmoZiny, potom
ezistuje X1 -formule G takovd, Ze

zed = FrG@T@) (79)
z€B = Fr-GT) (80)

Dikaz. Névod:

1 reA
plx) =< 0 x€B (81)
1 xr¢ AUB

O

Diikaz. Nyni dokdzeme Godelovu vétu. Vezmeme A, B rekurzivné spocetné,
efektivné neoddélitelné. Mé&jme formuli G, kterd je popisuje ve smyslu predcho-
ztho lemmatu.

A = {CL‘ b G(f)} (A - Al) (82)
Bl = {¢:tr-G@) (BCB) (83)

7 bezespornosti plyne, Ze A; N By = (), navic ani jedna nemuze byt rekurzivni,
protoze by separovala A, B a tedy vztah dokazatelnosti v T neni rekurzivni.
Pfiddme-li navic predpoklad axiomatizovatelnosti T', jsou A, By rekurzivné
spocetné a tedy z predpokladu efektivni neoddélitelnosti A, B dostavame, Ze
lze efektivné nalézt bod k ¢ A; U Bj. Cislo k je kédem formule, kters nenf
dokazatelna v T a od které neni v T' dokazatelna ani jeji negace.
Césti 2b, kters patif spise do matematické logiky, se zde nezabyvame. [

8 Numerace

Definice 24 (Numerace). Méjme spocetnou tiidu funkei F. Numeract rozu-
mime indezxaci funkci z F, tj. {@;}i.

Definice 25 (Vlastnosti numeraci).
o Numerace je vycislitelnd, jestlize existuje CRF o takovd, Ze plati
afi, z) ~ pi(x).
e Numerace je pripustna, jestlize existuje ORF h takovd, Ze
Ph(i,j) = Pi © Pj

o Numerace je hlavni, jestlize libovolnd jind numerace CRF je na ni 1-
prevedilnd, tj. existuje prostd ORF g: »; = gy -

Lemma 11. Lze ukdzat, Ze je-li {p;}; vycislitelnd, pak je ndsledujici ekvivateln:

1) je pripustnd;
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2) je hlavni;

3) platd pro ni s-m-n véta;

4) je rekurzivné isomorfni néjaké standardni numeraci CRF vzniklé efek-

tivnim ocislovdnim programdi.

Véta 38. Necht F je tiida CRF. Potom
1)3feF3g2f g¢F
2) F # 0 a neobsahuje Zddnou ORF
3) f€F, aleprokaidép f |p¢ F

Kazdd z téchto podminek implikuje K <1 G(F) = {z : ¢, € F}. Specidlné to
znamend, Ze G(F) neni rekursivné spocetnd.

Dikaz.

)

Mime f € F, mame g CRF, g D f, g ¢ F. Chceme nalézt ORF h takovou,

ze

z€K = pp) =9 (85)

Pomoci s-m-n véty:
Ph(z) () 2y & (flx) 2y) V(z € K & g(x) ~y) (86)

Funkce h prevadi K na G(F).

Poznamka: ¢y, je definovand tak, Ze pro z ¢ K musi platit f(z) ~ y, pro
z € K bude rozsifena o body g(z). Jedn4 se o korektn{ definici, protoze z
predpokladi je g rozsifenim f, tedy nemuze dojit ke kolizi.

Méjme néjakou f z F, kterd z piedpokladu neni ORF (pouze CRF). Defin-
ujeme rekurzivné spocetnou relaci

P(z2,y) & (f(z) 2 y) V (2 € K & y=0) (87)
Vezmeme selektor, tedy prostou ORF h.

2¢ K = ope =1 (88)
ze€ K = pptotalni (89)

Opét plati, ze h pievadi K na G(F).
Poznamka: zde vystupuje v roli g z predchoziho bodu nulova funkce. Ta ale

neni rozsitenim funkce f, tedy musime postupovat opatrnéji, nelze piimo
definovat funkei h(x) jako v pfedchozim bodé.

Misto toho pouzijeme graf relace (muze obsahovat kolize, tedy dvé ruznd
y pro jedno x (a to pii z € K)), na grafu vezmeme selektor, ktery ex-
istuje podle véty 9. V pripadé, ze z € K, bude tento selektor totalni
(protoze nulové funkce je totdlni, ale nebude obecné roven nulové funkci).
Totélni funkce urc¢ité padne mimo F, protoze F neobsahuje zidnou ORF.
V piipadé z ¢ K bude selektor roven funkei f, tedy padne do F.
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3) Méjme f € F, s-m-n véta (prostd) ORF h.

o) 2y flr) 2y &z ¢ K, (90)

Pozndmka: v pifpadé, ze z ¢ K, je ¢p;) = f a tedy padne do F. V
piipade, Ze z € K, je ¢p(,) = f[p pro néjaké p a tedy ¢p(.) nepadne do
F. Tedy h(z) ptevadi K na G(F).

O

Dusledek 9. Tedy pokud plati, ze G(F) je rekurzivné spocetnd, potom musi F
s kazdou f obsahovat i vdechna jeji rozsitend (plyne z podminky 1) a pro kaZdou
f musi obsahovat néjaky jeji poédteéni dsek (podminka 3).

9 Relativni vy¢cislitelnost

Definice 26 (B-CRF). ¢ je B-CRF, jestlize existuje B-odvozeni. A je B-
rekurzivoni, jestliZe cy je B-ORF. A je B-rekurzivné spocetnd, jestlize A je
definicni obor a, kde o je néjakd B-CRE.

Definice 27 (String). String (fetizek) je koneénd posloupnost nul a jednicek.
Oznacend

o*T konkatenace (91)
cCrT o je prefizem T (92)
cCB o je prefizem cp (93)

Definice 28 (Funkciondlni vlastnost). Rekurzivné spocetnd mnozina ® md
funkciondlni vlastnost, jestlize

(o,2,y) €e® N T,2,h) €PN CT=>y=7 (94)

Definice 29 (Céasteéné rekurzivni funkciondl). Cdstecné rekurzivni funk-
ciondl ® je rekurzivné spocetnd mnozina s funkciondlni vlastnosti. Cdstecné
rekurzivni funkciondl urcuje zobrazeni (parcidlni):

Plo)(z)~y < (o,z,y)€eP (95)
O(7)(x) ~y & pronéjaké o C 1T ®(0)(z) ~y (96)
®(B)(x)~y <&  pro néjaké o C B ®(o)(x) =y (97)

Lemma 12 (Regularizaéni funkce). Fzistuje PRF o takovd, Ze pro libovolné
z platt, Ze Wy md funkciondlni vlastnost a navic plati, Ze je-li W, jiZ requldrnd,
potom W, = Wy(,y.

Diikaz. Idea. Efektivné generujeme W, a kazdy prvek kontrolujeme, zda neni v
kolizi s néjakym jiz pfidanym do Wy.). O
Definice 30 (Numerace ¢asteéné rekurzivnich funkciondla).

®;(B)(z) ¥y < Jo ((0,2,y) € Wy Ao C B)

Definice 31 (B-rekurzivita). A je B-rekurzivni (zna¢ime A <p B), jestlize
pro néjaké i plati A = ®;(B), tj. Vx ca(z) = @;(B)(x)
A je B-rekursivné spocetnd, jestlize A = dom(®;(B)).
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Definice 32 (Znaceni).
D, ;(0)(x) je vysledek za s kroki.
D, s(0)(z) | & Iy (<T, x,y) € Wyay,s Nength(t) <sATCo
P; s(0)(x) =y < It ((1,2,y) € Wy),s Alength(t) < sAT C o)
Definice 33 (Numerace B-r.s.).
WEB = dom(®.(B))
Wfs = dom(®, s(B))
Véta 39. O, (B)(zy,...,x,) je univerzdlni funkce pro tiidu vsech B-CRF k

proménnych a plati s-m-n véta. To znamend, Ze existuji PRF' s, takové, Ze pro
libovolnou B plati:

(bﬂ(z,xl,..‘,zmﬂB)(yla cee 7yn) =~ q)z(B)(xla ey Tmy Y1y - e 7yn) (98)

Druikaz. Dukaz pro jednoduchost jenom pro m = n = 1. Vypocéitdme pomocnou
rekurzivné spocetnou mnozinu

W ={{oy, 1) : (0, (x, ) , 1) € W)} (99)
Tedy mame CRF o
a(z,z,w)| & w=(0,y,t) Ao, (x,y) ,t) € Wy (100)
Zbyva ukazat:
D5, (2.0) (B)(y) = @.(B)(,y) (101)
Nechf
(2,2, w) ~ Py, (a,z,0) (W) (102)
Protoze Wy, je regularni, je reguldrni i W, (4 2 w)-
51(z,x) = s2(a, z,x) (103)
Wo(ss(arz,2)) = Wsa(a,2,2) (104)
O

Jelikoz s-m-n véta plati absolutné (stejnomérné), dostdvame okamzité plat-
nost véty o rekurzi.

Véta 40 (O rekurzi IT). Necht f je CRF dvou proménnych, potom existuje
PRF p takovd, Ze VBV @ ¢(p(y) ) (B)(x) = Ppyy (B, x).

10 Operace skoku

Definice 34 (Relativizovany halting problem).

A ={z:0,(A)(z) |} ={z:2c W} (105)

Ddle induktivné definujeme
A = A (106)
AL = Ay (107)

Véta 41. 1) A’ je A-rekursivné spocetnd
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2) A" £ A (A" neni A-rekurzivni)
3) B je A-rekursivné spocetnd < B <; A’
4) A je B-rekrusivné spocetnd a B <rp C = A je C-rekurzivné spocetnd
5) A<y Be A<, B’
6) A=r B A= B
Dikaz. 1) z definice A’ = {z : ®,(A4)(z) |}
2) Cantorova diagonédln{ metoda
3) <« zfejmé

= stejné jako u K

O, (A)(z,w) |z €B... (pouziti fiktivni proménné) (108)

4) A je definiénim oborem néjaké B-CRF f, B je rekurzivni v C' (via g), tedy
s pomoci f a g dostavame, ze A je definiénim oborem néjaké C-CRF.

A =dom(®,(B)), B <r C = A= dom(Ppgco(C)) (109)

5) Nechf A <7 B. Potom z faktu, ze A’ je A-rekurzivné spocetna, a A <r
B dostévéme, ze A’ je B-rekurzivné spocetnd (podle bodu 4 této véty).
A protoze B’ je uplnd pro B-rekurzivné spocetné, dostdvame okamziteé
A<y B
Opaény smér. Méjmé A’ <, B'. Ziejmé plati, ze A i A jsou A-rekurzivni,

tim spiSe jsou A-rekurzivné spocetné. Tedy jsou obé 1-pievedilné na A’.

Ale dle piedpokladu A’ <; B’ a tedy A <; B'i A <; B’ a tedy dle
relativizované Postovy véty je A B-rekurzivni.

6) Plyne okamzité z bodu 5.
O

Disledek 10. Operace skoku je korektné definovdna na T-stupnich. Tedy plati
A=rB= A= B (=4 =rB) (110)

Lze tedy definovat skok stupné a jako stuperi obsahujici skok libovolného prvku
stupné a.

Véta 42 (Stejnomérnost). Eistuje zo takové, ze A’ = W2 pro vsechna A.
Dikaz.

W., = {{o,2,y) : (0,2,y) € Wy} (111)
Protoze Wy(,) je reguldrni, je i Wy, je regularni a tedy W, =
red & O, (A)(x)] & FJoCA (D,(0)(x)]) &

o C ATy (Px(0)(z) ~y) <
o C ATy ((o,7,y) € Wya)) &
T € WZ‘?)

o(z0)*

t e
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Tato slozité vypadajici konstrukce je pfirozenym zobecnénim definice mnoziny
K = {z : x € W,}. Akordt nyn{ konstruujeme mnozinu trojic obsahujicich
aproximaci ordkula ¢, proménné x a y. Navic musime aplikovat regulariza¢ni
funkei p. Jinak zapsano

W = {w Tw e WQ((w)s,z)}' (112)
O
Lemma 13. ) = K
Diikaz. 1) K je rekurzivné spocetnd a tedy K <; ('

2) 0 = {x:x € WP} = @ je rekurzivné spocetnd v 0, ale () je rekurzivni
a tedy (' je absolutné rekurzivné spocetnd a tedy je <; K, protoze K je
1-uplna.

O

11 Limitni vycislitelnost

Definice 35 (Limitni vy¢islitelnost). Mnozina M je limitné vyéislitelnd,
jestlize existuje ORF h takovd, Ze M(x) ~ limg h(x, s).

Funkce f je limitné vyéislitelnd, jestlize existuje ORF h takovd, Ze f(x) ~
lim, h(z, s).

Véta 43. M je rekurzivnd v i prdve, kdyz M je limitné vycislitelnd.

Drikaz.

"= M <y 0 = 3z M(z) = ©,(0")(x). Tedy existuje program z, ktery z ()
pocita M. K tomu pouziva nerekurzivni ordkulum, které ale muzeme efektivné
generovat. Definujeme

D, (00)(x) jestlize @, 4(0.)(z)]
h(z,s) = (113)
0 jinak

Ukéazeme, ze M(z) = limg h(x,s). Je-li pro dané x M (z) definovédno, zna-
mend to, ze ®,(0')(z)] a tedy existuje pocatecni tisek o C (', pro ktery plati
D, (0)(x)].

Z o C ' plyne, ze existuje to takové, ze Vt >ty 0; [lh(c) = 0} 1h(0), tedy
od ur¢itého kroku tg pocatecni tisek aproximace (' o délce fetizku o jiz pravdive
aproximuje ()’

Déle existuje t; takové, ze @, 4, (0)(x)], tedy vlastni vypocet se o jako aprox-
imaci orakula konverguje za t; kroku.

Polozme so = max(tg,t1). Od kroku sy uz nemiuze dojit ke zméné, nebot
aproximace (v tuto chvili jiz pravdivd) se jiz nemeéni a vypocet jiz zakonvergoval.

7<" Necht M (x) je limitné vy¢islitelnd. Chceme s pomoci (' vyécislovat M.
While cyklem najdeme nejmensi sg takové, ze Vs > sg h(z, s) = h(x, sp). Jednd
se o otdzku rekurzivni v §'. Tedy médme pg, (0'-rekurzivni otdzka). To je ('-
CRF, navic M(z) je totalni, tedy tato minimalizace je ('-ORF. Z toho plyne,
e M < . O]

V predchozi vété bylo podstatné, ze M je totdlni. Nyni tvrzeni pro parcidlni
funkce.
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Véta 44.
1) Jestlize f je ORF, potom lim, f(x,s) je O'-CRF.

2) Jestlize F je (/-CRF, pak existuje ORF f takovd, Ze F(z) ~ lim,f(x,s).
Presnéji: @,(0')(z) ~ lim, h(z,z,s) pro néjakou ORF h.

Dukaz. 1) Provedeme stejnou minimalizaci s jako v dukazu predchozi véty.
Tentokrét ale nemusi minimalizace konvergovat.

2) V tomto ptipadé pouzijeme stejnou ideu, ale musime dat pozor, aby F'(x)].
Nasim cilem bude stabilizace celého vypoctu. Definujeme

(o,2,y) Jestlize (o,2,y) € Wy(»),s & 0 C 0,
ho(z,x,8) = (114)
s+1 jinak

Nelze pouze vydélit y a stabilizovat y (vysledek vypoctu), je tteba stabili-
zovat cely vypocet, protoze se muze stat, ze se méni aproximace orakula.

(ho(x, 2,5))s,3 Jestlize ho(z,z,s) = ho(z, 2,5+ 1)
h(z,z,s) = (115)
s jinak

limg h(z, x, s) existuje prave, kdyz existuje limg ho(z, z, s).

F(z)| = ®.(0)(z)| pro néjaké o C .

Tedy limg h(z,z,s) = F(x).

Jestlize existuje limg h(z, z, s), potom existuje lim; ho(z, z, s) a tedy méme
néjaké (o,x,y) a sg takové, ze Vs > sg je (o,z,y) stabilni. Z toho plyne
D, (0)(x) ~y & o C 0. Jinymi slovy (o,z,y) a so je limitni vypocet a

(0 (z)] & =y. -

Ukazme si piipad, ktery demonstruje, pro¢ je potfeba trvat na stabilizaci
celého vypoctu a nejen vysledku. Snadno vytvoiime program z takovy, ze

O, (A)(z) & 0'\NA#0D (a®,(A)(z)] = vysledek = 0) (116)

Program pracuje tak, ze postupné generuje ()’ a pro kazdy novy prvek w se
ptd, zda w € A. V okamziku, kdy né&jaky takovy nalezne, zastavi se a vyd4 ().

Je ziejmé, ze ,(0')(...) 1, zatimco Vs @,(0.)(...) |. Plyne to z toho, ze
74dné aproximace () nemuze zajistit, aby program nenalezl prvek, ktery do
této aproximace nepatii. Tedy neexistuje limitni vypocet, ale prostou stabilizaci
vysledku (vzdy () bychom dostali, ze limita existuje, coz by bylo §patné.

Véta 45. Pro kazdé n existuje ORF h takovd, Ze

O, (0" (2) ~ lim...limh(z, 2, 50, ..., 5,), (117)
S0 Sn
kde vsechny limity s1, ..., s, existuji, limita pro s nemusi.
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12 Aritmeticka hierarchie

12.1 Definice a zakladni vlastnosti

Definice 36 (X,,I1, prefix). X, (resp. I1,,) prefiz je skupina kvantifikdtori,
kterd md n skupin stejnych kvantifikdatoru, sousedni skupiny se stiidaji a zacind
3 (resp. V).

Definice 37. Predikdt patri do tridy %, (resp. I,,), jestlize lze vyjddrit ve tvaru
3, prefiz na rekurzivnd zdklad (resp. 11, prefiz).

Lemma 14. ¥y = Iy jsou prdvé rekurzivnd predikdty.
Dikaz. Ziejmé. O

Definice 38. Prefikdt je aritmeticky, jestliZe jej lze vyjddrit pomoci spojek
predikdtového poctu nad rekurzivnimi relacemi.

Lemma 15. Aritmetické predikdty jsou pravé vsechny predikdty ve triddch
Y, ,,n eN.

Ditkaz. < Ziejmé.
= Uprava logického vyrazu do prenexniho tvaru. O

Lemma 16 (Zdkladni vlastnosti).

1) Aex, & A,

2) ¥, UIL, C ¥, NIL,, pro m > n.

3) A<,, BaBex, (resp. I, ), potom A je ¥, (resp. I1,,).
Dikaz.

1) Ztejmé.

2) Kvantifikaci pfes fiktivni proménnou piidédme potfebny kvantifikdtor bud
na konec nebo na zacatek.

3) Transformace pfevodni funkei nezmeéni aritmetickou slozitost.
O

Véta 46 (O numeraci, univerzidlnim predikatu). Pro kaZdou tridu %,
(resp. I1,,) pro n > 1 existuje univerzalni 3,, (resp. 1L, ) predikdt.

Dukaz. Nejprve piipad X, kde n je liché. Méme predikét tvaru 3V...3(rek).
Kvantifikatory kromé posledniho odiizneme. Dostdvame ¥; predikat, tj. re-
kurzivné spocetny predikdt. Pro néj existuje univerzalni predikét 37, (e, z, . . .).
Nyni vratime kvantifikatory 3v...37T, (e, x,...).

Piipad pro X,, a n sudé. Po odifznuti dostdvame V(rek), negaci 3T, opé-
tovnou negaci V—T,,.

Pro pfipad II,, analogicky (obracene). O

Disledek 11. Pron > 1 plati ¥, \ I, # 0.
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Dikaz. Médme univerzélni ¥,, predikat U(e,z) € 3,. Kdyby U(e,e) € I, po-
tom by —U(e,e) € ¥, vezmeme jeho index a a dosadime e = a. Dostdvame
spor (U(a,a) & —U(a,a)), Ule, e) tedy musi byt mimo II,,. O

Véta 47 (O hierarchii).
1) A je rekurzivné spocetnd v )" < A € $,,44
2) )"t je 3,4 -tiplnd
3) B<p 0™ & BeX, 1Nl

Dikaz.

1) Pro n = 0 to vime. Indukei pro viechna n. Nechf A € ¥,,11, tedy A je
tvaru 3(II,,). Negace toho II,, je ¥,, a dle indukéniho predpokladu je tedy
rekurzivné spocetné v 0"~ Z toho plyne <; ") =<, §(") = pivodni
predikat (pfed negaci) je <7 0(™. Dostdvame I(rekurzivni v (™)), coz je
rekurzivné spocetné v §().

Nyni necht A je rekurzivné spocetnd v 0™ tedy A je definiéni obor néjaké
g, kterd je )")-CRF. Dle véty o limitni vycislitelnosti je g ~ lim, f(z, s),
kde f je 0(»~D-ORF.

r e A& g(x) & IsoVsso (f(x,s) = f(z,50))

Vyraz v zévorkéach je rekurzivni v 0”1 a tedy podle bodu 3 této véty
patif do ¥, N1II,. Dostavame tedy 3IVIL,, coz je JI1,,, tedy ¥y 41.

2) Plyne z bodu 1.
3) Plyne z bodu 1 pomoci Postovy véty.

Poznamka: v dukazu bodu 1 se odvolavame na bod 3, ktery naopak dokazujeme
z bodu 1. Nejde ale o nekorektni dukaz, protoze v bodé 1 pouzijeme platnost
bodu 3 pro n—1 a dikaz stavime induktivné, tedy platnost pro m < n uz mame
zarucéenu. O

Véta 48 (O tplnosti). Pron > 1 je 0 X, -iplnd

Diikaz. Necht M je ¥,,, potom M je 0"~ V-rekurzivné spocetnd a dle vlastnosti
operace skoku je <; (™). O

12.2 3, a Il; iplné mnoziny
Véta 49 (Tot je Ilo-dplnd). Tot= {z : ¢, je totdlni} je y-iplnd.
Diikaz. Tot je ziejmé Ilp. Méjmé B € 15, tedy

x € B & Vyds Q(x,y, s). (118)

Chceme nalézt ORF f takovou, ze

r € B f(x) € Tot < gy je totalni (119)
Zkonstruujeme funkei, kterd bude pro y vracet s (37 svédka).

oz, y) = psQx,y,8) = Vala,z,y) ~ Ui(s1(a, @), y) = ppe)(y)  (120)
Je ziejmé, ze © € B & f(x) € Tot. O
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Yo-Uplné mnoziny: @, Fin
II,-iplné mnoziny: #(2), Tot, Inf

Véta 50 (Relativizace). A je ©5 | & A je rekurzivné spocetnd v B™
A<rB™ s AexB nuB

Lemma 17. Fin = {z|W, je koncend} je ¥y tplnd.

Diukaz. Mnozina je konecnd, jestlize mé horni zavoru, tedy prvek, pro ktery
plati, ze vSechny vétsi jsou mimo tuto mnozinu.

z € Fin < Jy Vy'>y Vs —(y' € W, 5) (121)
Méjme libovolnou A € ¥,. Plati

x€Ae IzVy Qx, z,y). (122)
Definujeme

a(z, z)|e Vi<z Jy (-Q(z, z,y)). (123)
Podle s-m-n véty:

a(r,2) > @p)(2) (124)

reA= 32V >z ppp) ()N (125)
a tedy Wy, je konetny pocéatecni tsek.

¢ A= Vs (2)l = Wiey =N (126)

O
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