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Připomı́nky, dotazy, opravy na emailu: Ladislav@Strojil.cz

Verze 1.1.1
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3.1 Prostorová komprese . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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1 Základńı definice

1.1 Výpočetńı model

Definice 1 (Turing̊uv stroj).
Deterministický Turing̊uv stroj (DTS) M s k-páskami, kde k je konstanta,

je pětice

M = (Q,Σ, δ, q0, F ) (1)

Q = konečná množina stav̊u ř́ıd́ıćı jednotky
Σ = konečná pásková abeceda
δ : Q× Σk 7→ Q× Σk−1 × {L,N,R}k je přechodová funkce (částečná)
q0 ∈ Q = počátečńı stav
F ⊆ Q = množina přij́ımaj́ıćıch stav̊u

Následuj́ıćı definice popisuje Turingovy stroje trochu podrobněji a uvád́ı
vysvětleńı základńıch pojmů použ́ıvaných ve vztahu k tomuto modelu.

Definice 2.

• Všech k pásek je jednosměrně (potenciálně) nekonečných.

• Jedna z pásek je vstupńı a pouze ke čteńı.

• Na všech páskách se lze pohybovat oběma směry (off-line model), v on-line
modelu se lze na vstupńı pásce pohybovat pouze doprava.

• Konfigurace Turingova stroje je určena

1) stavem ř́ıd́ıćı jednotky

2) pozićı hlav na jednotlivých páskách

3) slovy na jednotlivých páskách (obsahem pásek)

• Počátečńı konfigurace Turingova stroje

1) q0

2) všechny hlavy zcela vlevo

3) na vstupńı pásce vstupńı slovo, ostatńı pásky prázdné

• Displej Turingova stroje je stav ř́ıd́ıćı jednotky a obsah poĺıček pod hlavami.

• Krok Turingova stroje je použ́ıt́ı přechodové funkce na displej, přepsáńı
poĺıček poh hlavami a př́ıpadný posun hlav a změna stavu.

• Výpočet Turingova stroje je posloupnost krok̊u zač́ınaj́ıćı v počátečńı kon-
figuraci, která konč́ı zastaveńım stroje nebo je nekonečná.

• Zastaveńı Turingova stroje je situace, kdy pro daný displej neńı přechodová
funkce definována (předpokládá se, že to plat́ı pro všechna q ∈ F ).

• Přij́ımaj́ıćı výpočet Turingova stroje je výpočet konč́ıćı zastaveńım v při-
j́ımaj́ıćım stavu (vstupńı slovo je přijato).
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• Odmı́taj́ıćı výpočet Turingova stroje je výpočet konč́ıćı zastaveńım v jiném
než přij́ımaj́ıćım stavu nebo nekonečný.

• Přij́ımaný jazyk Turingova stroje M znač́ıme L(M) a definujeme jako
{w ∈ Σ∗|w w je přij́ımáno M}.

Definice 3 (Transducer). Turing̊uv stroj, který má nav́ıc výstupńı pásku, na
kterou lze pouze psát (znak pod hlavou neovlivňuje přechodovou funkci) a na
které se hlava m̊uže pohybovat pouze vpravo, nazýváme transducer. (Stroj bez
této pásky se nazývá acceptor).

Existuj́ı r̊uzné varianty Turingových stroj̊u, o kterých lze ukázat, že maj́ı ste-
jnou výpočetńı śılu, tedy že přij́ımaj́ı stejnou tř́ıdu jazyk̊u (rekurzivně spočetné
množiny). Jsou to např́ıklad:

• on-line Turingovy stroje;

• jednopáskové Turingovy stroje;

• Turingovy stroje s oboustranně nekonečnou páskou;

• Turingovy stroje s v́ıce hlavami na jedné pásce.

Důvody, proč je výhodné použ́ıvat Turingovy stroje jako výpočetńı model
jsou zřejmé. Předně je to jasně definovaný koncept časové složitosti výpočtu
(běhu algoritmu) jako počet krok̊u daného Turingova stroje nad daným vstu-
pem. Analogicky jasně definovaný koncept prostorové složitosti výpočtu (běhu
algoritmu) jako počet použitých buněk na pracovńıch páskách stroje.

Hlavńı nevýhodou je fakt, že tento model je př́ılǐs elementárńı a nehod́ı se
ke ”skutečnému programováńı”.

1.2 Kódováńı Turingových stroj̊u

1) Oč́ıslujeme stavy q ∈ Q a symboly s ∈ Σ binárńımi č́ısly.

2) Poṕı̌seme přechodovou funkci v abecedě A = {0, 1, δ, (, ),=, L,N, R, , }
zřetězeńım zápis̊u typu δ(q, x1, x2, . . . , xk) = (q′, y1, . . . , yk, Z).

3) Přeṕı̌seme zápis z abecedy A do abecedy {0, 1}

Potom při pevně zvoleném kódováńı každý Turing̊uv stroj jednoznačně odpov́ıdá
přirozenému č́ıslu.

Definice 4 (Gödelovo č́ıslo). Kód Turingova stroje M budeme nazývat jeho
Gödelovým č́ıslem.

1.3 Univerzálńı Turing̊uv stroj

Definice 5 (Univerzálńı Turing̊uv stroj). Univerzálńı Turing̊uv stroj je
Turing̊uv stroj, který má jako vstup Gödelovo č́ıslo nějakého Turingova stroje
M a pro vstupńı slovo w pro M pracuje tak, že simuluje práci M nad w.
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1.4 Zpracováńı výjimek

Pomoćı přidáńı nových stav̊u ř́ıd́ıćı jednotky lze jednoduše ošetřit libovolnou
pevně danou konečnou množinu vstup̊u.

Provedeme to tak, že zkontruujeme konečný automat (strom) rozpoznávaj́ıćı
danou konečnou množinu slov (konečný automat odpov́ıdá Turingově stroji bez
pásek).

Turing̊uv stroj potom napřed simuluje chod daného konečného automatu. V
př́ıpadě, že je na vstupu jedno z rozpoznávaných slov, Turing̊uv stroj se zastav́ı.

Pokud ne, odjede hlavou na vstupńı pásce na začátek a spust́ı p̊uvodńı Tur-
ing̊uv stroj.

1.5 Nedeterminismus

Od deterministického Turingova stroje se jeho nedeterministická varianta lǐśı
pouze definićı přechodové funkce a stanoveńım odlǐsných podmı́nek, za kterých
je slovo přijato.

Definice 6 (Nedeterministický turing̊uv stroj).
Definujme stroj jako v definici deterministického Turingova stroje s násle-

duj́ıćımi rozd́ıly:

• δ : Q× Σk 7→ P(Q× Σk−1 × {L,N,R}k) je přechodová funkce (částečná)

• Slovo w je přij́ımáno, jestlǐze existuje alespoň jeden přij́ımaj́ıćı výpočet.

Pro zjednodušeńı můžeme předpokládat binárńı větveńı výpočetu. Snadno
se dá ukázat, že se jedná o výpočetně ekvivalentńı model.

1.6 Prostorová složitost

Definice 7.
Necht’ M je deterministický Turing̊uv stroj, pro který plat́ı, že na každém

vstupu délky n použije při výpočtu nejvýše S(n) buněk na pracovńıch páskách.
Potom ř́ıkáme, že M má prostorovou složitost S(n) a že jazyk L(M) má pros-
torovou složitost S(n).

1.7 Časová složitost

Definice 8.
Necht’ M je deterministický Turing̊uv stroj, pro který plat́ı, že na každém

vstupu délky n provede při výpočtu nejvýše T (n) krok̊u, než se zastav́ı. Potom
ř́ıkáme, že M má časovou složitost T (n) a že jazyk L(M) má časovou složitost
T (n).

1.8 Nedeterministická prostorová a časová složitost

Definice jsou stejné jako u deterministických Turing̊uvých stroj̊u s t́ım, že nyńı
požadujeme, aby ∀w ∈ Σ∗, |w| = n všechny možné výpočty použily nejvýše S(n)
poĺıček a skončily nejdéle za T (n) krok̊u.
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2 Základńı tř́ıdy složitosti

DSPACE(S(n)) = tř́ıda jazyk̊u deterministické prostorové složitosti S(n)
NSPACE(S(n)) = tř́ıda jazyk̊u nedeterministické prostorové složitosti S(n)

DTIME(T (n)) = tř́ıda jazyk̊u deterministické časové složitosti T (n)
NTIME(S(n)) = tř́ıda jazyk̊u nedeterministické časové složitosti T (n)

Tvrzeńı 1 (Triviálńı vztahy).

∀ S(n) : DSPACE(S(n)) ⊆ NSPACE(S(n)) (2)
∀ T (n) : DTIME(T (n)) ⊆ NTIME(T (n)) (3)

∀ S1(n) ≤ S2(n) ⇒ DSPACE(S1(n)) ⊆ DSPACE(S2(n)) (4)
NSPACE(S1(n)) ⊆ NSPACE(S2(n))

∀ T1(n) ≤ T2(n) ⇒ DTIME(T1(n)) ⊆ DTIME(T2(n)) (5)
NTIME(T1(n)) ⊆ NTIME(T2(n))

D̊ukaz. Zřejmé.

3 Prostorová a časová komprese

3.1 Prostorová komprese

Věta 1 (O lineárńı prostorové kompresi).
Necht’ L je jazyk přij́ımaný k-páskovým deterministickým Turingovým stro-

jem M s prostorovou složitost́ı S(n). Potom pro ∀r ∈ N+ existuje k-páskový de-
terministický Turing̊uv stroj M’ s prostorovou složitost́ı d 1

r S(n)e, který přij́ımá
jazyk L.

D̊ukaz. Každý znak abecedy stroje M’ bude kódovat jednu r-tici znak̊u abecedy
p̊uvodńıho stroje. |ΣM ′ | (velikost abecedy M’) bude rovno |ΣM |r a vzhledem ke
konečnosti ΣM bude také konečná.

Jeden krok stroje M bude simulován jedńım krokem stroje M’. Pozici p̊u-
vodńıho stroje ”uvnitř” poĺıčka si stroj M ′ bude pamatovat ve stavech.

Nejprve necht’ k = 1.
Je-li QM = {q0, q1, . . . , qs} množina stav̊u stroje M , potom definujeme

QM ′ = {q1
0 , q2

0 , . . . , qr
0, . . . , q

1
s , q2

s , . . . , qr
s}.

Přechodová funkce δM ′ bude simulovat pohyb hlavy změnou horńıho indexu
stavu, v př́ıpadě, že by index klesl na nulu nebo byl větš́ı než r, dojde k vlastńımu
posunu hlavy (stroje M’).

Všechna pravidla tvaru δM (qi, a) = (qj , b,N) nahrad́ıme množinou pravidel
δM ′(ql

i, x
l) = (ql

j , y
l, N), ∀ 1 ≤ l ≤ r, ∀ dvojice x, y ∈ ΣM ′ , kde x kóduje

(. . . , a, . . .) a y kóduje (. . . , b, . . .) (y se lǐśı od x pouze na l-té pozici).
Všechna pravidla tvaru δM (qi, a) = (qj , b, R) nahrad́ıme množinou pravidel

δM ′(ql
i, x

l) = (ql+1
j , yl, N), ∀ 1 ≤ l < r a δM ′(qr

i , xl) = (q1
j , yr, R).

Analogicky pro pohyb doleva. δM (qi, a) = (qj , b, L) nahrad́ıme množinou
pravidel δM ′(ql

i, x
l) = (ql−1

j , yl, N), ∀ 1 < l ≤ r a δM ′(q1
i , xl) = (qr

j , y1, L).
Nyńı pro obecné k.
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QM ′ = {qp
i | 0 ≤ i ≤ s,∀p ∈ Σr

M}
Proměnná p zde prob́ıhá přes všechny r-tice znak̊u abecedy ΣM .
Analogicky jako pro př́ıpad k = 1 se sestroj́ı přechodová funkce δM ′ .

Důsledek 1.
∀ r ∈ N+ : DSPACE(S(n)) = DSPACE(dS(n)

r e)

D̊ukaz. Plyne př́ımo z věty 1.

Věta 2.
∀ r ∈ N+ : NSPACE(S(n)) = NSPACE(dS(n)

r e)

D̊ukaz. Zobecněńım d̊ukazu věty 1 pro nedeterministický př́ıpad.

3.1.1 Redukce počtu pásek

Věta 3 (O redukci počtu pásek pro prostorovou složitost).
Necht’ L je jazyk přij́ımaný k-páskovým deterministickým Turingovým stro-

jem s prostorovou složitost́ı S(n). Potom existuje deterministický Turing̊uv stroj
M ′ s jednou pracovńı páskou a prostorovou složitost́ı S(n) přij́ımaj́ıćı jazyk L.

D̊ukaz. Myšlenka d̊ukazu: i-té poĺıčko na pásce stroje M ′ bude kódovat obsah k
poĺıček (z každé pásky stroje M jedno). Dále bude v poĺıčku zakódována kromě
obsahu p̊uvodńıch pásek i informace, které z hlav se nacháźı nad t́ımto poĺıčkem.

Nová abeceda bude definována následovně: ΣM ′ = {x0, . . . , x2k−1|∀x ∈ Σk
M}

Indexy si můžeme představit v jejich binárńım zápisu jako informaci o tom,
které hlavy simulovaného stroje M se nacháźı nad daným poĺıčkem.

Jeden krok stroje M je simulován v O(S(n)) kroćıch stroje M ′ tak, že hlava
projde celou pásku, najde pozice hlav a odsimuluje krok M .

Vzhledem k tomu, že při simulaci nám nezálež́ı na časové složitosti, lze pro
jednoduchost uvažovat výpočet, který má k fáźı a v každé fázi se odsimuluje
práce M na jediné pásce. Na začátku fáze a po jej́ım ukončeńı bude hlava M ′

na začátku pásky.
Jak bude prob́ıhat samotná simulace? Každou instrukci p̊uvodńıho stroje

nahrad́ıme posloupnost́ı instrukćı M ′, kde stavy ř́ıd́ıćı jednotky M ′ obsahuj́ı
informaci o displeji stroje M . Tato posloupnost zač́ıná s počátečńım displejem
a konč́ı s koncovým displejem simulované instrukce.

1) Instrukce M oč́ıslujeme a tato č́ısla zakódujeme do stav̊u M ′. T́ım za-
jist́ıme, že po začátku prováděńı posloupnosti instrukćı bude tato posloup-
nost dokončena a nebudou se mı́chat r̊uzné posloupnosti mezi sebou. Dále
si budeme ve stavu pamatovat č́ıslo aktuálńı fáze (počet fáźı je omezen
počtem pásek, to znamená konečný a pevně daný). Výsledný počet stav̊u
je tedy také konečný.

2) instrukci δM (qi, a1, . . . , ak) = (qj , b1, . . . , bk, z1, . . . , zk), která má č́ıslo l,
nahrad́ıme posloupnost́ı stav̊u: (l, qi, a1, . . . , ak, 1R). Stroj M ′ zač́ıná v
tomto stavu na prvńı pozici své pracovńı pásky. Nyńı M ′ projde pásku
směrem doprava a hledá poĺıčko, ve kterém je označena pozice prvńı hlavy.

• Když x nekóduje pozici prvńı hlavy, δM ′((l, qi, a1, . . . , ak, 1R), x) =
((l, qi, a1, . . . , ak, 1R), x,R).
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• Když x kóduje pozici prvńı hlavy, rozlǐśıme následuj́ıćı př́ıpady podle
směru, kterým by se prvńı hlava posunula při práci stroje M .

a) z1 = N znak x kóduj́ıćı (a1, a2, . . . , ak) se přeṕı̌se na znak y
kóduj́ıćı (b1, a2, . . . , ak) se stejnou množinou hlav. Zároveň se
provede aktualizace displeje a 1R se změńı na 1L.
δM ′((l, qi, a1, . . . , ak, 1R), x) = ((l, qj , b1, a2, . . . , ak, 1L), y,N)

b) z1 = R znak x kóduj́ıćı (a1, a2, . . . , ak) se přeṕı̌se na znak y
kóduj́ıćı (b1, a2, . . . , ak) se stejnou množinou hlav, s vyj́ımkou
prvńı hlavy.
δM ′((l, qi, a1, . . . , ak, 1R), x) = ((l, qj , b1, a2, . . . , ak, 1N ), y, R)
δM ′((l, qj , a1, . . . , ak, 1N ), z) = ((l, qj , b1, a2, . . . , ak, 1L), z′, N)
Zde z′ kóduje stejnou k-tici jako z, ale nav́ıc kóduje př́ıtomnost
prvńı hlavy.

c) z1 = L. Zcela analogicky s př́ıpadem R.

• Po a,b,c následuje odjezd hlavy M’ na začátek pásky a přepnut́ı do
stavu (l, qj , b1, a2, . . . , ak, 2R).

• Simulace dále pokračuje daľśı fáźı.

Věta 4 (Nedeterministická verze).
Věta 3 plat́ı ve stejném zněńı i pro nedeterministické Turingovy stroje.

D̊ukaz. Simulace uvedená v d̊ukazu věty 3 je použitelná beze změn i pro př́ıpad
nedeterministického Turingova stroje.

3.2 Časová komprese

Lemma 1 (O lineárńım zrychleńı).
Necht’ L je jazyk přij́ımaný k-páskovým deterministickým Turingovým stro-

jem M s časovou složitost́ı T (n). Dále necht’ plat́ı k ≥ 2 a necht’ r je celé č́ıslo,
r > 0.

Potom existuje deterministický Turing̊uv stroj M ′ takový, že každý vstup w
délky n přij́ımá právě, když jej přij́ımá M . Pracuje-li M nad w t krok̊u, pracuje
M ′ nad w v čase n + dn/re+ 6dt/re.

Poznámka: Předpokládáme, že na vstupńı pásku je možno zapisovat.

D̊ukaz. V prvńı fázi zkoṕıruje M ′ obsah vstupńı pásky na pracovńı pásku (ta
existuje, nebot’ k ≥ 2), současně s koṕırováńım M ′ provede překódováńı vstupu
tak, že v jednom poĺıčku ćılové pásky je kódováno r poĺıček vstupńı pásky, kde
r je libovolné celé č́ıslo > 0. Po provedeńı se vrát́ı na začátek pásky. Nadále
bude tuto pásku použ́ıvat jako vstupńı.

Simulace M : Konkrétńı ”jemnou” pozici vrámci jedné buňky nového stroje
si budeme pamatovat ve stavech stroje M ′.

• Stroj provede sekvenci pohyb̊u vlevo, vpravo, vpravo, vlevo (4 kroky),
pričemž si ve stavech zapamatuje obsah sousedńıch poĺıček. T́ım stroj
źıskal informaci o poĺıčku pod hlavou, poĺıčku vpravo od hlavy a poĺıčku
vlevo od hlavy (všimněte si, že se jedná o 3·r poĺıček stroje M).
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• V daľśı fázi M ′ zjist́ı stav těchto 3r poĺıček stroje M po r kroćıch. Uvědom-
te si, že během r krok̊u stroj M nemůže tato poĺıčka opustit, nebot’
se jeho hlava nacházela v prostředńı třetině tohoto úseku. Nav́ıc změna
stavu tohoto úseku obsahuje jenom konečnou informaci a tedy může být
zakódována do přechodové funkce. Tedy celá tato fáze odpov́ıdá 1 kroku
stroje M ′. Neńı potřeba jej ale započ́ıtávat do délky výpočtu, nebot’ źıskáńı
potřebné informace lze provést již v posledńım kroku předchoźı fáze (návrat
hlavy nad prostředńı poĺıčko bude spojen s přechodem do odpov́ıdaj́ıćıho
stavu).

Nav́ıc je zřejmé, že stroj M mohl během těchto r krok̊u modifikovat
nejvýše 2 z těchto úsek̊u (každý má totiž délku r, nav́ıc nemohl modifikovat
oba krajńı úseky současně). V př́ıpadě, že modifikoval pouze prostředńı
poĺıčko, lze jeho nový obsah zapsat během jednoho kroku (v takovém
př́ıpadě udělá stroj jeden prázdný krok), jinak budou potřeba dva kroky
(doprava a doleva, v odpov́ıdaj́ıćım pořad́ı, podle toho, které z krajńıch
poĺıček bylo změněno).

• Stroj M ′ přijme či odmı́tne, jestliže stroj M během simulovaného úseku
přijmul či odmı́tnul.

Předzpracováńı vstupńı pásky vyžadovalo n + dn/re krok̊u (druhý sč́ıtanec
odpov́ıdá času potřebnému pro návrat hlavy na začátek pásky).

Pro simulaci t krok̊u je zapotřeb́ı dt/re blok̊u výpočtu M ′, z nichž každý
trvá 6 krok̊u.

V součtu dostáváme tvrzeńı lemmatu.

Věta 5 (O lineárńım zrychleńı).
Necht’ L je jazyk přij́ımaný k-páskovým deterministickým Turingovým stro-

jem M s časovou složitost́ı t(n). Dále necht’ plat́ı k ≥ 2 a t(n) ∈ ω(n). Potom pro
∀c > 0 existuje k-páskový deterministický Turing̊uv stroj M’ s časovou složitost́ı
c · t(n) přij́ımaj́ıćı L.

D̊ukaz. Necht’ r je celé č́ıslo takové, že r > 12/c. Sestroj́ıme M ′ jako v předchá-
zej́ıćım lemmatu. M ′ pracuje nad vstupem délky n v čase n+dn/re+6dt(n)/re.
Pro r ≥ 2 lze tento výraz zhora omezit jako 2n + 6 + (6/r) · t(n).

Z předpokladu t(n) ∈ ω(n) dostáváme, že pro skoro všechna n je tento výraz
menš́ı než (c/2) · t(n)+ (6/r) · t(n). Z volby r > 12/c dostáváme, že čas výpočtu
je omezen c · t(n).

Konečně mnoho př́ıpad̊u, pro které neńı nerovnost splněna, ošetř́ıme koneč-
ným automatem a stroj M ′ nad nimi bude pracovat v konstantńım čase.

Důsledek 2.
Pokud t(n) ∈ ω(n), potom ∀ c > 0 : DTIME(t(n)) = DTIME(c · t(n))

D̊ukaz. Plyne př́ımo z věty 5.

Věta 6 (O lineárńım zrychleńı, část 2).
Necht’ L je jazyk přij́ımaný k-páskovým deterministickým Turingovým stro-

jem M s časovou složitost́ı t(n) = c·n. Dále necht’ plat́ı k ≥ 2 a c > 1. Potom pro
∀ε > 0 existuje k-páskový deterministický Turing̊uv stroj M ′ s časovou složitost́ı
(1 + ε) · n přij́ımaj́ıćı L.
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D̊ukaz. Budeme požadovat, aby

n + dn/re+ 6dcn/re ≤ (1 + ε) · n (6)
n + n/r + 6cn/r + 7 ≤ (1 + ε) · n (7)

(1 + 1/r + 6c/r + 7/n) · n ≤ (1 + ε) · n (8)

Vztah (6) je požadovaná nerovnost, v (7) je na levé straně horńı odhad levé
strany (6), tedy stač́ı ukázat (7). Nerovnost (8) je prostá úprava (7).

Ukážeme, že lze volit r a n0 tak, že pro n > n0 plat́ı (1/r + 6c/r + 7/n) < ε.
Požadujeme:

1/r ≤ ε/3 dostáváme r ≥ 3/ε (9)
6c/r ≤ ε/3 dostáváme r ≥ 18c/ε (10)
7/n0 ≤ ε/3 dostáváme n0 ≥ 21/ε (11)

Z (9) a (10) dostáváme r = max{3/ε, 18c/ε} = 18c/ε.
Z (11) dostáváme n0 = 21/ε.
Tvrzeńı věty je dokázáno.

Důsledek 3.
Pokud t(n) = cn, kde c > 1, potom

∀ ε > 0 : DTIME(t(n)) = DTIME((1 + ε)n)

D̊ukaz. Plyne př́ımo z věty 6.

Věta 7 (Nedeterministická verze).
Pokud t(n) ∈ ω(n), potom ∀c > 0 : NTIME(t(n)) = NTIME(c · t(n))
Pokud t(n) = cn, c > 1, potom ∀ε > 0 : NTIME(t(n)) = NTIME((1+ε)n)

D̊ukaz. Předchoźı d̊ukazy lze zobecnit (pomoćı odhadu počtu dosažitelných kon-
figuraćı) i pro nedeterministický př́ıpad.

3.2.1 Redukce počtu pásek

Věta 8 (O redukci počtu pásek pro časovou složitost).
Necht’ L ∈ DTIME(T (n))1. Potom existuje jednopáskový deterministický

Turing̊uv stroj M s časovou složitost́ı (T (n))2, který přij́ımá L.

D̊ukaz. Použijeme kombinaci věty o zrychleńı a věty o redukci počtu pásek pro
prostorovou složitost.

Pokud je L přij́ımán jednopáskovým strojem, neńı co dokazovat.
Necht’ je tedy přij́ımán k-páskovým strojem, kde k > 1.

1) Necht’ T (n) ∈ ω(n). Dle věty o lineárńım zrychleńı existuje deterministický
Turing̊uv stroj M ′ přij́ımaj́ıćı L v čase 1√

2k
·T (n) = T ′(n) v prostoru S′(n).

Nyńı použijeme větu o redukci počtu pásek pro prostorovou složitost a z
ńı odvod́ıme stroj, který má jednu pásku a který přij́ımá L v čase T ′′(n) ≤
2k · S′(n) · T ′(n) ≤ 2k · (T ′(n))2 = (T (n))2

1T (n) splňuje jisté ”mı́rné požadavky”: předpokládejme, že bud’ T (n) ∈ ω(n) nebo T (n) =

cn, kde c >
√

2k
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2) Necht’ T (n) = cn, kde c >
√

2k. Dle věty o lineárńım zrychleńı zvoĺıme ε
tak, aby platilo

1 + ε =
c√
2k

tedy (1 + ε)n =
1√
2k

T (n) (12)

Zbytek stejně jako v bodě 1.

Důsledek 4.
Pokud L ∈ NTIME(T (n)), potom existuje jednopáskový nedeterministický

Turing̊uv stroj s časovou složitost́ı (T (n))2 přij́ımaj́ıćı L.

D̊ukaz. Plyne př́ımo z věty 8.

Věta 9 (O redukci počtu pásek pro časovou složitost, 2).
Necht’ je L přij́ımán k-páskovým deterministickým Turingovým strojem M

s časovou složitost́ı T (n). Potom existuje 2-páskový deterministický Turing̊uv
stroj M ′ s časovou složitost́ı T (n) log2 T (n) přij́ımaj́ıćı L.

D̊ukaz. Prvńı páska stroje bude mı́t 2k stop, teda každý znak abecedy ΣM ′ bude
kódovat 2k znak̊u p̊uvodńı abecedy (plus speciálńı prázdný symbol).

Druhá (pomocná) páska bude sloužit k přesun̊um dat na pásce prvńı.
Obě pásky předpokládáme oboustranně nekonečné.
Hlavńı myšlenka: Abychom se vyhnuli hledáńı displeje p̊uvodńıho stroje,

budeme udržovat displej na jediném poĺıčku. Tedy mı́sto pohybu hlav budeme
pohybovat obsahem celé pásky. Přesuny dat budeme dělat tak, aby malé přesuny
byly častěǰśı a velké (vzdálené) přesuny byly vzácné.

Prvńı páska stroje bude rozdělena do blok̊u . . . , B−2, B−1, B0, B1, B2, . . ..
Blok B0 se sestává z jediného poĺıčka a bude obsahovat displej stroje M . Pro
ostatńı bloky plat́ı: ∀i, |i| ≥ 1 : |Bi| = 2|i|−1. Bloky jsou odděleny značkami,
které jsou umist’ovány při prvńım použit́ı bloku.

Ukážeme simulaci práce M na prvńı pásce (stroje M).
Na začátku výpočtu je obsah prvńı pásky M na spodńı stopě pásky M ′.
Po celou dobu simulace budou platit následuj́ıćı invarianty:

1) Pro každé i > 0 nastává právě jedna ze tř́ı možnost́ı.

a) Bi má obě stopy plné a B−i má obě stopy prázdné;

b) B−i má obě stopy plné a Bi má obě stopy prázdné;

c) Bi i B−i maj́ı spodńı stopu plnou a horńı stopu prázdnou.

2) ∀i Bi obsahuje souvislý interval pásky stroje M . Pro i < 0 obsahuje horńı
stopa symboly vpravo od dolńı stopy, pro i > 0 horńı stopa obsahuje
symboly vlevo od dolńı stopy.

3) B0 obsahuje symbol pouze na dolńı stopě, horńı stopa obsahuje speciálńı
značku, která slouž́ı pro vyhledáńı tohoto bloku.

4) ∀i Bi obsahuje interval pásky stroje M bezprostředně nalevo od obsahu
bloku Bi+1.
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Simulace jednoho kroku M . Displej je v B0. Krok se skládá ze změny dat
na pásce (zřejmé) a simulace posunu hlavy. Ukážeme si př́ıpad posunu hlavy
doleva, tedy data budeme posunovat doprava.

i) Hlava jede doprava, dokud nenajde blok Bi takový, že má alespoň jednu
stopu volnou. (To znamená, že všechny bloky, které přejel, byly zcela plné!)

ii) Hlava jede zpátky a koṕıruje obsah blok̊u Bi−1, Bi−2, . . . , B0 na pomocnou
pásku. Bloky projede každý třikrát, nebot’ muśı překoṕırovat obsah obou
stop a to ve správném pořad́ı.

iii) Hlava jede doprava a koṕıruje obsah pomocné pásky do spodńı stopy blok̊u
B1, B2, . . . , Bi−1. Horńı stopy vyprázdńı. V okamžiku, kdy hlava dojede na
konec bloku Bi−1, zbyde na pracovńı pásce přesně |Bi| nepřekoṕırovaných
poĺıček.

a) V př́ıpadě, že byl Bi zcela prázdný, naṕı̌se je M ′ do spodńı stopy.
b) V př́ıpadě, že byl Bi poloprázdný, naṕı̌se je M ′ do horńı stopy.

iv) Hlava jede vlevo a na pomocnou pásku si poč́ıtá vzdálenost bloku Bi od
B0.

v) Hlava jede vlevo a pomoćı poč́ıtadla najde levý okraj B−i.

vi) Hlava jede vpravo a na pomocnou pásku koṕıruje obsah

a) horńı stopy B−i, v př́ıpadě, že byl B−i zcela plný (tj. Bi byl zcela
prádzný)

b) dolńı stopy B−i, v př́ıpadě, že byl B−i poloplný (tj. Bi byl poloplný)

vii) Hlava jede vpravo a do spodńı stopy blok̊u B−i+1, B−i+2, . . . , B0 koṕıruje
obsah pomocné pásky. Bloky B−i+1, B−i+2, . . . , B0 musely být prázdné,
nebot’ Bi byl prvńı blok napravo od B0, který nebyl plný.

Kroky i - vii nazveme Bi operaćı. Pro Bi operaci plat́ı, že zachovává platnost
uvedených invarant̊u a trvá čas O(|Bi|).

Jaká je časová složitost celé simulace? Operace Bi může být provedena pouze
jednou za 2i−1 krok̊u stroje M . Důvodem je fakt, že po jej́ım provedeńı jsou horńı
stopy blok̊u B1, . . . , Bi−1 prázdné a tedy je potřeba posunout pásku alespoň
2i−1-krát, což vyžaduje nejméně takový počet krok̊u.

Pokud stroj M udělá T (n) krok̊u během výpočtu, může se Bi operace provést
nejvýše bT (n)/2i−1c-krát.

Stač́ı uvažovat Bi operace pro i ≤ dlog2 T (n)e ≤ log2 T (n) + 1.
Necht’ m je konstanta taková, že každá Bi operace trvá nejvýše m · 2i−1

krok̊u. Stroj M ′ tedy udělá maximálně

T ′(n) ≤
log2 T (n)+1∑

i=1

m · 2i−1bT (n)/2i−1c ≤

≤
log2 T (n)+1∑

i=1

m · T (n) ≤ log2 T (n) ·m · T (n)

(13)

Pro simulaci práce na všech k páskách je potřeba k ·m · T (n) log2 T (n).
Po použit́ı věty o zrychleńı dostáváme deterministický Turing̊uv stroj M ′′,

který přij́ımá L v čase T (n) log2 T (n).
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4 Konstruovatelnost funkćı

Definice 9. Funkce f : N → N je rekurzivńı, jestlǐze existuje deterministický
Turing̊uv stroj M , který pro vstup 1n vydá výstup 1f(n).

Definice 10. Funkce f : N → N je vyč́ıslitelná v čase O(f), jestlǐze je rekurziv-
ńı a ∃c ≥ 1 takové, že př́ıslušný deterministický Turing̊uv stroj M udělá nejvýše
c · f(n) krok̊u, než vydá výstup 1f(n).

Definice 11. Funkce f : N → N je vyč́ıslitelná v prostoru O(f), jestlǐze
je rekurzivńı a ∃c ≥ 1 takové, že př́ıslušný deterministický Turing̊uv stroj M
použije nejvýše c · f(n) prostoru, než vydá výstup 1f(n).

Definice 12. Funkce f : N → N je časově konstruovatelná, pokud existuje
deterministický Turing̊uv stroj M takový, že pro každý vstup délky n zastav́ı
právě po f(n) kroćıch.

Definice 13. Funkce f : N → N je prostorově konstruovatelná, pokud existuje
deterministický Turing̊uv stroj M takový, že pro každý vstup délky n zastav́ı s
právě f(n) páskovými poĺıčky neprázdnými a během výpočtu žádný jiný prostor
na pracovńıch páskách nebyl použit.

Lemma 2.
Necht’ f1 + f2 a f2 jsou časově konstruovatelné funkce a necht’

∃ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 : f1(n) ≥ εf2(n) + (1 + ε)n. Potom je f1 časově konstruo-
vatelná.

D̊ukaz. Metodou podobnou té z d̊ukazu věty o lineárńım zrychleńı zrychĺıme
výpočet trvaj́ıćı f1(n) + f2(n) krok̊u tak, aby trval přesně f1(n) krok̊u.

Mějme M1 deterministický Turing̊uv stroj pracuj́ıćı v čase f1(n) + f2(n) a
M2 deterministický Turing̊uv stroj pracuj́ıćı v čase f2(n) (z předpoklad̊u).

Zkonstruujeme Mr, který pracuje v čase f1(n) pro skoro všechny vstupy.
Práce Mr je rozdělena do 4 fáźı.

1) V prvńı fázi přeṕı̌se vstup na prvńı pracovńı pásku, na kterou jej zaṕı̌se
r-krát zahuštěný. Zároveň přeṕı̌se (r − 6)-krát zahuštěný vstup také na
2. a 3. pracovńı pásku. Na to potřebuje n krok̊u. Zároveň ř́ıd́ıćı jednotka
poč́ıtá modulo (r − 6) a po skončeńı přepisu provede maximálně r − 5
krok̊u tak, aby celkový počet krok̊u prvńı fáze byl dělitelný (r − 6). Tedy
dostáváme

T1 = (r − 6) ·
⌈

n

r − 6

⌉
. (14)

2) V druhé fázi Mr souběžně simuluje stroj M1 na prvńı pásce a M2 na
druhé pásce. Šest krok̊u (jedna sekvence) stroje Mr odsimuluje r krok̊u
M1 a (r − 6) krok̊u M2.

Zvoĺıme r dostatečně velké, aby simulace stroje M2 skončila dř́ıve, a to po
df2(n)/(r − 6)e sekvenćıch stroje Mr.

Potřebujeme zajistit:⌈
f1(n) + f2(n)

r

⌉
>

⌈
f2(n)
r − 6

⌉
(15)
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Přibližně:

(f1(n) + f2(n)) · (r − 6) > r · f2(n)
f1(n) · (r − 6) ≥ 6f2(n)

r − 6 ≥ 6f2(n)
f1(n)

f1(n) ≥ 6
r − 6

f2(n)

r ≥ 6(f1(n) + f2(n))
f1(n)

V okamžiku, kdy M2 skonč́ı, zastav́ı stroj M ′ simulaci. Pomoćı ř́ıd́ıćı jed-
notky si poč́ıtal modulo (r − 6). V př́ıpadě, že f2(n) nebylo násobkem
(r−6), provede stroj M ′ přesně (r−6) df2(n)/(r − 6)e− f2(n) prázdných
krok̊u, č́ımž se trváńı druhé fáze doplńı na nejbližš́ı větš́ı násobek (r− 6).
Z uvedeného dostáváme, že počet krok̊u stroje M ′ potřebný pro druhou
fázi je

T2 = 6 ·
⌈

f2(n)
r − 6

⌉
+ (r − 6)

⌈
f2(n)
r − 6

⌉
− f2(n) =

= r ·
⌈

f2(n)
r − 6

⌉
− f2(n)

(16)

Z předpoklad̊u plyne, že T2 je pro skoro všechna n kladné.
Je zřejmé, že během této fáze bylo odsimulováno r · df2(n)/(r − 6)e krok̊u
stroje M1, nebot’ během každé ze sekvenćı bylo odsimulováno r krok̊u
stroje M1 (kroky na doplněńı na násobek (r − 6) jsou prázdné, M1 se v
nich nesimuluje).

3) V třet́ı fázi pokračuje M ′ simulaćı M1 stejným tempem jako předt́ım (tedy
6 krok̊u za sekvenci odsimuluje r krok̊u p̊uvopdńıho stroje). Tato fáze bude
trvat dn/(r − 6)e + 1 sekvenćı, což zajist́ıme tak, že po každé sekvenci
přečteme jeden symbol z přepsaného komprimovaného vstupu (viz fáze
1).
Čas pro tuto fázi je

T3 = 6 ·
(⌈

n

r − 6

⌉
+ 1

)
(17)

a je odsimulováno r · (dn/(r − 6)e+ 1) krok̊u stroje M1.
Při srovnáńı času výpočtu stroje M1 s dosud odsimulovaným počtem je
zřejmé, že pro dostatečně velké hodnoty r tato simulace pro skoro všechna
n nedosáhne celého výpočtu M1.

4) Ve čtvrté fázi pokračuje M ′ real-time simulaćı stroje M1 (jeden krok M ′

odpov́ıdá jednomu kromu M1), dokud se M1 nezastav́ı. Na závěr provede
M ′ r − 6 prázdných krok̊u a zastav́ı se. Čas na tuto fázi je zbývaj́ıćı čas
stroje M1 plus r − 6, z toho dostáváme:

T4 = f1(n) + f2(n)− r ·
⌈

f2(n)
r − 6

⌉
− r ·

(⌈
n

r − 6

⌉
+ 1

)
+ r − 6 (18)
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Hodnota r muśı být dost velká, aby tento výraz byl pro skoro všechna n
kladný. Existence takového r plyne z předpoklad̊u tvrzeńı.

Součtem T1, T2, T3, T4 dostáváme, že čas pro běh stroje M ′ je přesně f1(n)
pro skoro všechna n.

Věta 10 (O ekvivalenci definic 10 a 12).
Necht’ f : N → N je funkce taková, že ∃ε>0 ∃n0 ∀n≥n0 : f(n) ≥ (1 + ε)n.

Potom f je časově konstruovatelná právě, když f je vyč́ıslitelná v čase O(f).

D̊ukaz. Implikace zleva doprava je zřemá. Stroj dokazuj́ıćı časovou konstruo-
vatelnost modifikujeme tak, že na novou pásku v každém kroku naṕı̌se jeden
symbol. Nový stroj vyč́ısluje f v čase O(f).

Nyńı opačná implikace. Necht’ M je deterministický Turing̊uv stroj, který
vyč́ısluje f v čase O(f). Označme g(n) počet krok̊u stroje M nad vstupem 1n

(zřejmě ∃c>0 : g(n) ≤ cf(n)).

1) g je časově konstruovatelná (d́ıky existenci stroje M).

2) g + f je časově konstruovatelná. Modifikuji M tak, aby poč́ıtal výstup na
zvláštńı pásku a po skončeńı výpočtu přejel na začátek této pásky. Doba
výpočtu je g(n), délka výstupu je f(n).

3) ∃ε>0 ∃n0 ∀n>n0 : f(n) ≥ εg(n) + (1 + ε)n

Zvoĺıme:

a) ε1, jehož existenci nám zajǐst’uj́ı předpoklady věty:
∃n0 ∀n≥n0 : f(n) ≥ (1 + ε1)n

b) ε2 zvoĺıme tak, aby (1 + ε1)(1− ε2) > 1
c) ε3 = (1 + ε1)(1− ε2)− 1
d) ε4 = min {ε2/c, ε3}

Potom

f(n) = ε2 ·f(n) + (1− ε2)f(n) ≥ ε2/c·g(n) + (1 + ε1)(1− ε2)n =
= (ε2/c)·g(n) + (1 + ε3)n ≥ ε4 ·g(n) + (1 + ε4)n.

(19)

Funkce f a g splňuj́ı předpoklady lemmatu 2 a tedy f(n) je časově konstruo-
vatelná.

Věta 11 (O ekvivalenci definic 11 a 13).
Funkce f : N → N je prostorově kontruovatelná právě, když f je vyč́ıslitelná

v prostoru O(f).

D̊ukaz. Implikace zleva doprava je zřemá. Stroj dokazuj́ıćı prostorovou konstruo-
vatelnost modifikujeme tak, že na novou výstupńı pásku v každém kroku, ve
kterém bylo zabráno nové poĺıčko na pracovńı pásce, naṕı̌se jeden symbol. Stroj
muśı rozlǐsovat p̊uvodńı a nový symbol pro prázdné poĺıčko. Nový stroj vyč́ısluje
f v protoru O(f).

Necht’ M je k-páskový deterministický Turing̊uv stroj vyč́ısluj́ıćı f(n) v pros-
toru c·f(n). Podle věty o lineárńı kompresi zkonstruujeme k-páskový stroj M ′,
který vyč́ısluje f(n) v prostoru přesně f(n). Uvědomte si, že M ′ vyč́ısluje f(n),
tedy muśı pracovat v prostoru alespoň f(n). Stroj M ′ dále převedeme podle věty
o redukci počtu pásek na jednopáskový stroj M ′′, který již dokazuje prostorovou
konstruovatelnost funkce f .
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Důsledek 5.
Každá časově konstruovatelná funkce je prostorově konstruovatelná.

D̊ukaz. Funkce f je časově konstruovatelná, tedy f je vyč́ıslitelná v čase O(f),
t́ım sṕı̌se je f vyč́ıslitelná v protoru O(f) a tedy dostáváme dle předchoźı věty,
že f je prostorově konstruovatelná.

Věta 12 (O rychlosti r̊ustu časově konstruovatelných funkćı).
Necht’ f : N→N je rekurzivńı funkce. Potom existuje časově konstruovatelná

funkce g : N→N taková, že ∀n g(n) > f(n).

D̊ukaz. Vı́me, že f je rekurzivńı, tedy existuje deterministický Turing̊uv stroj
M , který pro vstup 1n vydá výstup 1f(n).

Definujeme g(n) jako počet krok̊u stroje M nad vstupem 1n zvětšený o jedna.
Je zřejmé, že f(n) < g(n) a g(n) je časově konstruovatelná (samotný M tuto
vlastnost př́ımo dokazuje).

5 Hierarchie tř́ıd složitosti

5.1 Časová hierarchie

Definice 14. Jazyk L je rekurzivńı, jestlǐze existuje deterministický Turing̊uv
stroj M , který se pro každý vstup x zastav́ı a který přijme právě, když x ∈ L.

Věta 13 (O otevřenosti časové hierarchie shora).
Necht’ T : N → N je rekurzivńı funkce. Potom existuje rekurzivńı jazyk L

takový, že L /∈ DTIME(T (n)).

D̊ukaz. Ukážeme konstrukci takového jazyka. Nejprve oč́ıslujeme všechny deter-
ministické Turingovy stroje Gödelovými č́ısly a také oč́ıslujeme všechny řetězce
nad {0, 1}. Oč́ıslováńı provedeme systematicky, aby bylo možno tyto řetězce
generovat.

Definujeme L = {xi : Mi nepřij́ımá xi v čase T (|xi|)}.
Ukažme nejprve, že L je rekurzivńı.

1) Pro vstup w ∈ {0, 1}∗ délky n generujeme na pomocnou pásku poč́ıtadlo
T (n) (lze, nebot’ T se vždy zastav́ı).

2) Postupným generováńım najdeme i takové, že w = xi. To lze v konečném
počtu krok̊u.

3) Uvažuji i jako Gödelovo č́ıslo nějakého stroje.

4) Provedu simulaci stroje Mi nad xi po T (n) krok̊u. Slovo xi přijmu v
následuj́ıćıch př́ıpadech:

a) Mi zastav́ı po méně než T (|xi|) + 1 kroćıch a odmı́tne;

b) Mi běž́ı v́ıce jak T (|xi|) + 1 krok̊u.

Nyńı ukažme, že L /∈ DTIME(T (n)). Pro spor předpokládejme, že uvedené
plat́ı, tedy L ∈ DTIME(T (n)). Potom existuje deterministický Turin̊uv stroj
M , který rozpozná L v čase T (n). Necht’ i je jeho Gödelovo č́ıslo (Mi = M).
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1) xi ∈ L, potom Mi přij́ımá xi v čase T (|xi|), z čehož plyne, že xi neńı
přijmuto strojem M , ale M = Mi. Spor.

2) xi /∈ L, potom Mi nepřij́ımá xi v čase T (|xi|), z čehož plyne, že xi je
přijmuto strojem M , ale M = Mi. Spor.

T́ım je věta dokázána.

Důsledek 6 (Nekonečná časová hierarchie).
Existuje nekonečná posloupnost funkćı T1, T2, . . . taková, že

DTIME(T1(n))  DTIME(T2(n))  . . ..

D̊ukaz. Necht’ je hiearchie vybudována až po DTIME(Ti(n)).
Z předchoźı věty v́ıme, že existuje rekurzivńı jazyk L takový, že pro něj

plat́ı L /∈ DTIME(Ti(n)). Definujeme funkci Ti+1 takovou, aby majorizovala
funkci Ti a zároveň i dobu výpočtu stroje, který přij́ımá jazyk L (necht’ je tento
výpočet omezen funkćı T ′).

T́ım budeme mı́t zaručeno, že DTIME(Ti(n)) ⊆ DTIME(Ti+1(n)) a také
L ∈ DTIME(Ti+1(n)). Z faktu, že L /∈ DTIME(Ti(n)) dostáváme ostrou
inkluzi.

K tomu stač́ı ale položit Ti+1 = max{Ti(n), T ′(n)}.

5.2 Prostorová hierarchie

Věta 14 (O otevřenosti prostorové hierarchie shora).
Necht’ S : N → N je rekurzivńı funkce. Potom existuje rekurzivńı jazyk L

takový, že L /∈ DSPACE(S(n)).

D̊ukaz. Důkaz je analogický d̊ukazu časové verze této věty.
Definujeme L = {xi : Mi nepřij́ımá xi v prostoru S(|xi|)}.
Rozd́ıl oproti časové verzi je v tom, že stroj Mi nyńı může odmı́tnout

konečným výpočtem ve vymezeném prostoru, překročeńım vymezeného pros-
toru nebo vstupem do nekonečné smyčky uvnitř vymezeného prostoru. To lze
ale ošetřit odhadem počtu konfiguraćı (na omezeném prostoru existuje konečně
mnoho konfiguraćı) a přidáńım bud́ıku, který stroj zastav́ı v okamžiku, kdy
počet krok̊u bude vyšš́ı než počet konfiguraćı.

Důsledek 7 (Nekonečná prostorová hierarchie).
Existuje nekonečná posloupnost funkćı S1, S2, . . . taková, že

DSPACE(S1(n))  DSPACE(S2(n))  . . ..

D̊ukaz. Analogicky jako v př́ıpadě časové hierarchie.

5.3 Věty o hierarchii

Věta 15 (O prostorové hierarchii).
Necht’ S1 : N→N a S2 : N→N jsou funkce takové, že S2 ∈ ω(S1) a S2 je

prostorově konstruovatelná.
Potom existuje jazyk L takový, že L ∈ DSPACE(S2(n))\DSPACE(S1(n)).
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D̊ukaz. Naš́ım ćılem bude zkonstruovat deterministický Turing̊uv stroj pracuj́ıćı
v prostoru S2(n), který se od každého stroje pracuj́ıćıho v prostoru S1(n) lǐśı
alespoň na jednom vstupu.

Prefixově si oč́ıslujeme všechny jednopáskové stroje nad abecedou {0, 1}.
Poṕı̌seme práci M na vstupu w, |w| = n. V prvńı fázi si M označ́ı S2(n)

buněk na pracovńı pásce. Dojde-li v daľśıch fáźıch k opuštěńı vymezeného pros-
toru, stroj se zastav́ı a odmı́tne.

V druhé fázi M simuluje Mw a přijme, pokud Mw odmı́tne w a neopust́ı
přitom vymezený prostor.

Plat́ı L ∈ DSPACE(S2(n)) a L /∈ DSPACE(S1(n)). Prvńı vztah je zřejmý,
ukážeme druhý (sporem).

Necht’ pro spor L ∈ DSPACE(S1(n)), potom existuje deterministický Tu-
ring̊uv stroj M ′ takový, že L(M ′) = L(M). M ′ má velikost pracovńı abecedy
t a pracuje v prostoru S1(n). Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že
M ′ se vždy zastav́ı a je jednopáskový.

Kdyby M ′ neměl požadované vlastnosti, lze jej modifiovat tak, že bude
schopen rozpoznat nekonečný cyklus (pomoćı horńıho odhadu na počet kon-
figuraćı). Počet možných konfiguraćı je s · (n + 1) · S1(n) · tS1(n), kde s je počet
stav̊u a t je počet páskových symbol̊u. Tento počet lze odhadnout jako cS1(n)

pro vhodnou konstantu c. Ulož́ıme-li si toto č́ıslo v základu c, vejde se do pros-
toru S1(n). Tedy stroj si bude na nové pásce poč́ıtat kroky a přesáhne-li počet
krok̊u počet možných konfiguraćı, odmı́tne. Podle věty o redukci počtu pásek
dotáváme jednopáskový stroj s požadovanými vlastnostmi.

K simulaci M ′ potřebujeme dlog2 te · S1(n) prostoru. Vzhledem k volbě
prefixového č́ıslováńı stroj̊u můžeme zvolit w tak, že kóduje stejný stroj, ale
současně plat́ı dlog2 te · S1(|w|) ≤ S2(|w|). To jistě lze, nebot’ S2 roste rychleji
než S1.

Pakliže stroj M ′ přij́ımá w, potom L ∈ L(M ′) = L(M), ale dle definice
stroje M plat́ı w /∈ L(M). Jestliže naopak M ′ odmı́tne w, potom w /∈ L(M ′) =
L(M), ale M ′ odmı́tne w ve vymezeném prostoru, tedy podle definice M plat́ı
w ∈ L(M). V obou př́ıpadech dostáváme spor. Tedy L /∈ DSPACE(S1(n)).

Věta 16 (O časové hierarchii).
Necht’ T1 : N→N a T2 : N→N jsou funkce takové, že T2 ∈ ω(T1 · log T1) a

T2 je časově konstruovatelná.
Potom existuje jazyk L takový, že L ∈ DTIME(T2(n)) \DTIME(T1(n)).

D̊ukaz. Naš́ım ćılem bude zkonstruovat deterministický Turing̊uv stroj pracuj́ıćı
v čase T2(n), který se od každého stroje pracuj́ıćıho v čase T1(n) lǐśı alespoň na
jednom vstupu.

Prefixově si oč́ıslujeme všechny dvoupáskové stroje.
Práce M na vstupu w, kde |w| = n.

1) Na dvou páskách simuluje práci stroje Mw.

2) Na daľśıch páskách stopuje T2(n) krok̊u. To jistě lze, nebot’ T2 je časově
konstruovatelná.

3) M přijme, pokud simulace skonč́ı nejvýše v T2(n) kroćıch odmı́tnut́ım w.

Označme L = L(M). Ukážeme, že L ∈ DTIME(T2(n)) \DTIME(T1(n)).
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Použit́ım č́ıtače krok̊u máme zajǐstěno, že L ∈ DTIME(T2(n)). Ukažme
tedy, že L /∈ DTIME(T1(n)).

Důkaz budeme dělat sporem. Předpokládejme, že existuje stroj M ′ takový,
že M ′ přij́ımá L v čase T1(n). Potom existuje podle věty o redukci počtu pásek
stroj M ′′, který má dvě pásky a přij́ımá L v čase T1(n)·log2 T1(n)

Necht’ pásková abeceda stroje M ′′ má t symbol̊u. M bude na simulaci M ′′

potřebovat c(t)·T1(n)·log2 T1(n), kde c(t) je konstanta závislá na t.
Necht’ v je Gödelovo č́ıslo stroje M ′′. Zvoĺıme w = αv, kde α je prefix takové

délky, aby platilo c(t)·T1(|w|)·log T1(|w|)) ≤ T2(|w|). Taková délka prefixu existuje
z předpoklad̊u věty.

Nyńı má M dostatek času k simulaci M ′′ (trik byl v tom, že jsme právě
zvětšili vstup stroje, přestože stroj bude poč́ıtat totéž, pouze na to bude mı́t
v́ıce času).

Rozlǐsme dva př́ıpady:

1) Mw(= M ′′) přij́ımá w, potom

a) w ∈ L, protože L = L(M) = L(M ′′),

b) w /∈ L, protože M odmı́tne w, když jej Mw přijme.

2) Mw odmı́tá w, potom

a) w /∈ L, protože L = L(M) = L(M ′′),

b) w ∈ L, protože M přijme w, když jej Mw odmı́tne.

Spor s předpokladem, že L ∈ DTIME(T1(n)). Věta je dokázána.

5.4 Věta o vtaźıch mezi tř́ıdami složitosti

Věta 17 (O vztaźıch mezi tř́ıdami složitosti).

a) DTIME(f(n)) ⊆ NTIME(f(n))

DSPACE(f(n)) ⊆ NSPACE(f(n))

b) DTIME(f(n)) ⊆ DSPACE(f(n))

c) L ∈ DSPACE(f(n)) a f(n) ≥ log2 n, potom ∃cL : L ∈ DTIME(cL
f(n)),

kde cL je konstanta závislá na L

d) L ∈ NTIME(f(n)), potom ∃cL : L ∈ DTIME(cL
f(n)), kde cL je kon-

stanta závislá na L

D̊ukaz.

a) Triviálně plat́ı.

b) Z vět o lineárńı kompresi a o redukci počtu pásek.

c) Necht’ M je jednopáskový stroj dokazuj́ıćı L ∈ DSPACE(f(n)). Počet
jeho konfiguraćı je omezen s · (n+1) · (f(n)+1) · tf(n) ≤ df(n), pro vhodné
d (s je počet stav̊u, t je počet páskových symbol̊u).

Zkonstruujeme M ′, který simuluje stroj M a nejvýše po df(n) kroćıch se
zastav́ı. (Potřebujeme předpoklad časové konstruovatelnosti funkce f).
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d) Necht’ M je nedeterministický k-páskový stroj, který dokazuje, že L ∈
NTIME(f(n)). Počet jeho konfiguraćı je omezen s · (f(n)+1)k · tk·f(n) ≤
df(n), pro vhodné d (s je počet stav̊u, t je počet páskových symbol̊u).

Zkonstruujeme deterministický M ′ takový, že vygeneruje seznam všech
konfiguraćı dosažitelných z počátečńı konfigurace (např́ıklad pr̊uchodem
stromu výpočtu M).

Generováńı seznamu lze provést v čase kvadratickém vzhledem k délce
výsledného seznamu. Tato délka je omezena součinem počtu konfiguraćı a
délky zápisu jedné konfigurace. Tedy l ≤ df(n) ·(k ·f(n)+1+k · log f(n)) ≤
cf(n).

Tedy počet krok̊u je omezen c2·f(n).

Věta 18 (Rozš́ı̌reńı věty o vztaźıch).

b’) NTIME(f(n)) ⊆ NSPACE(f(n))

c’) L ∈ NSPACE(f(n)) a f(n) ≥ log2 n, potom ∃cL : L ∈ DTIME(cL
f(n)),

kde cL je konstanta závislá na L

D̊ukaz.

b’) Na pomocné pásce kódujeme aktuálńı pr̊uchod stromem výpočtu. Jed-
notlivé kódy můžeme systematicky generovat, (1, 1, . . . , 1) až (r, r, . . . , r),
kde r je maximálńı stupeň větveńı.

Vlastńı simulaci jedné větve výpočtu lze provést v prostoru f(n), na
uložeńı informaćı o pr̊uchodu potřebujeme log r · f(n). Simulaci tedy lze
provést v prostoru log r · f(n).

c’) Počet možných konfiguraćı na omezeném prostoru je df(n), kde d je kon-
stanta.

Uvažujme graf G všech konfiguraćı. Hrana (a, b) znamená, že konfigurace
b je z konfigurace a dosažitelná v jednom kroku.

|V (G)| ≤ df(n)

|E(G)| ≤ c · df(n)
(20)

Omezeńı počtu hran plyne z faktu, že změny v konfiguraci po jednom
kroku jsou pouze lokálńı, tedy každá konfigurace má pouze konstatńı počet
soused̊u.

Na pracovńı pásku vygenerujeme seznam všech konfiguraćı, to zabere čas
df(n) · q · f(n), kde q je konstanta.

Deterministický stroj potom pracuje tak, že procháźı graf G do hloubky a
na pomocné pásce si zaznamenává, které vrcholy již navšt́ıvil. Na zjǐstěńı,
který z vrchol̊u byl již navšt́ıven, potřebuje čas úměrný délce dosavadńıho
výpočtu. Stroj tedy pracuje v čase počet vrchol̊u · zkoṕırováńı př́ıslušné
konfigurace na pracovńı pásku.

T (n) = |V (G)|qf(n) + |E(G)df(n)qf(n)| =

= qf(n)(df(n) + kdf(n)df(n)) ≤ h(d2)f(n) ≤ c
f(n)
L

(21)
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Najde-li stroj při pr̊uchodu grafem přij́ımaj́ıćı konfiguraci, je tato dosaži-
telná z iniciálńı konfigurace a stroj přijme.

5.5 Savičova věta

Věta 19 (Savičova).
Necht’ S : N → N je prostorově konstruovatelná funkce, pro kterou plat́ı

S(n) ≥ log2 n. Potom NSPACE(S(n)) ⊆ DSPACE(S2(n)).

D̊ukaz. Necht’ M1 je nedeterministický Turing̊uv stroj přij́ımaj́ıćı jazyk L v pros-
toru S(n), potom existuje konstanta cL taková, že M1 má nejvýše cL

S(n) kon-
figuraćı.

Pokud M1 přij́ımá w, pak existuje posloupnost nejvýše cL
S(n) = 2S(n)·log cL

krok̊u konč́ıćı přijet́ım w.
Označme I1 →i I2, pokud lze z konfigurace I1 přej́ıt do I2 za méně než nebo

přesně 2i krok̊u. Test stač́ı provádět pro i ≤ S(n) · log cL = m · S(n).
Popǐsme zp̊usob rozhodováńı, že I1 →i I2.

procedure TEST(I1, I2, i)
if i = 0 then if (I1 = I2) or (I1 → I2) then return true else return false
else
for ∀ konfigurace I ′ ∈ K do
if TEST(I1, I

′, i− 1) and TEST(I ′, I2, i− 1) then return true
enddo

return false
end TEST

Kolik mı́sta bude potřeba na jednu kopii procedury TEST? Procedura si
muśı pamatovat 3 konfigurace a parametr i. Jedna konfigurace obsahuje

• stav - konstantńı prostor (log s, kde s je počet stav̊u)

• pozice vstupńı hlavy - log2 n ≤ S(n)

• pozice pracovńı hlavy - log2 n ≤ S(n)

• obsah pracovńı pásky - c′ · S(n), kde c′ = log2 t, t je počet páskových
symbol̊u.

Celkem je tedy potřeba na zapsáńı jedné konfigurace O(S(n)) prostoru.
Parametr i lze zapsat v prostoru m · log S(n). Tedy prostor potřebný pro jednu
kopii procedury TEST je O(S(n)).

Celá simulace potom prob́ıhá tak, že pro všechny přij́ımaj́ıćı stavy Ij voláme
proceduru TEST (I0, Ij ,m·S(n)) a jakmile alespoň jednou odpov́ı kladně, vstup
přijmeme.

Při simulaci funguje pracovńı páska jako zásobńık na uložeńı parametr̊u pro-
cedur TEST. V každý okamžik je na zásobńıku O(S(n)) záznamů. Determin-
istrický stroj simuluj́ıćı M1 pracuje v prostoru O(S2(n)) a přij́ımá jazyk L.
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6 Pokročilé věty o tř́ıdách složitosti

Lemma 3 (Translačńı).
Necht’ S1 : N→N, S2 : N→N, f : N→N jsou prostorově konstruovatelné a

∀n S2(n) ≥ n, f(n) ≥ n. Potom

NSPACE(S1(n)) ⊆ NSPACE(S2(n)) ⇒
NSPACE(S1(f(n))) ⊆ NSPACE(S2(f(n))).

D̊ukaz. Necht’ L1 ∈ NSPACE(S1(f(n))) a necht’ M1 je stroj, který to ukazuje.
Sestroj́ıme jazyk L2, který bude patřit do NSPACE(S1(n)).
Necht’ L2 = {x$i|M1 přij́ımá x v prostoru S1(|x|+ i)}. Zřejmě pro všechna

i taková, že |x|+ i ≥ f(|x|), plat́ı x ∈ L1 ⇔ x$i ∈ L2. Tento argument se nazývá
padding argument. Jde o to zvětšit délku slova bez přidáńı nové informace, č́ımž
se stroji, který nad slovem pracuje, poskytne v́ıce prostoru (př́ıpadně času).

Zkonstruujeme M2 přij́ımaj́ıćı L2 v prostoru S1(n).
Vstup: x$i

Algoritmus: Stroj M2 nejprve označ́ı S1(|x| + i) poĺıček na pracovńı pásce.
Dále pokračuje M2 simulaćı stroje M1 a přijme právě tehdy, pokud přijme M1

a neopust́ı přitom vyznačený prostor. M2 zřejmě pracuje v prostoru S1(n), tedy
L ∈ NSPACE(S1(n)). Nav́ıc plat́ı x ∈ L1 ⇔ ∃i < f(|x|) : x$i ∈ L2. Jinými
slovy, existuje i takové, že stroj M1 bude mı́t dost prostoru pro přijet́ı v prostoru
S1(|x|+ i).

Protože podle předpokladu plat́ı NSPACE(S1(n)) ⊆ NSPACE(S2(n)),
dostáváme, že existuje nedeterministický Turing̊uv stroj M3, který přij́ımá L2

v prostoru S2(n).
Nyńı sestroj́ıme M4, který přij́ımá L1 v prostoru S2(f(n)).
Popis práce M4 nad vstupem x.

• Na p̊ulené pracovńı pásce si označ́ı na horńı stopě f(|x|) poĺıček a potom
si na dolńı stopě označ́ı S2(f(|x|)) poĺıček, přičemž použ́ıvá horńı stopu
jako vstup. To lze, nebot’ f i S2 jsou prostorově konstruovatelné. Protože
S2(|x|) ≥ |x|, M4 zabere přesně S2(f(|x|)).

• M4 simuluje M3 na vstupu x$i (pro dostatečně velké i) s t́ım, že pokud je
vstupńı hlava M3 nad x, je hlava M4 na odpov́ıdaj́ıćı pozici, je-li vstupńı
hlava M3 nad $i, tak vstupńı hlava M4 z̊ustává na konci slova x a pozice
hlavy je poč́ıtána na zvláštńı pracovńı pásce M4.

• Poč́ıtadlo nepust́ı vstupńı hlavu M3 za pozici, kdy už by č́ıtač přetekl z
prostoru S2(f(|x|)), tedy i ≤ 2S2(f(|x|)), nebot’ v prostoru S2(f(|x|)) může
poč́ıtadlo binárně poč́ıtat až do 2S2(f(|x|)).

• M4 přijme x právě, když M3 přijme.

Plat́ı: x ∈ L1 ⇔ ∃i < f(|x|) : x$i ∈ L2 = L(M3). Vı́me ale, že S2(n) ≥ n,
tedy S2(f(|x|)) ≥ f(|x|), z čehož dostáváme 2S2(f(|x|)) ≥ f(|x|). Již dř́ıve jsme
ukázali, že stač́ı i ≤ f(|x|), tedy naše simulace umožňuje zkoušet dostatečně
velká i.

Tedy i je dostatečně velké.
Na závěr dostáváme x ∈ L(M4) ⇔ x$i ∈ L(M3) ⇔ x ∈ L1 a tedy L1 ∈

NSPACE(S2(f(n))).
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Věta 20 (O nedeterministické prostorové hierarchii).
Necht’ ε > 0 a r ≥ 1, potom NSPACE(nr)  NSPACE(nr+ε).

D̊ukaz. Dı́ky hustotě racionálńıch č́ısel v́ıme, že

∀r ∀ε ∃s, t ∈ N : r ≤ s

t
<

s + 1
t

≤ r + ε. (22)

Ukážeme, že NSPACE(ns/t)  NSPACE(n(s+1)/t). Důkaz provedeme
sporem. Necht’ tedy NSPACE(n(s+1)/t) ⊆ NSPACE(ns/t). Použijeme (s+1)-
krát translačńı lemma, postupně pro funkce f(n) = n(s+i)t pro i = 0, . . . , s.

i = 0 NSPACE(n(s+1)s) ⊆ NSPACE(ns2
) (23)

i = 1 NSPACE(n(s+1)(s+1)) ⊆ NSPACE(ns(s+1))

i = 2 NSPACE(n(s+1)(s+2)) ⊆ NSPACE(ns(s+2))
...

i = s− 1 NSPACE(n(s+1)(2s−1)) ⊆ NSPACE(ns(2s−1))

i = s NSPACE(n(s+1)(2s)) ⊆ NSPACE(ns(2s))

Pravá strana každé inkluze je vnořená do levé strany inkluze pro i o jedničku
menš́ı. Dostaneme prostým porovnáńım exponent̊u u n.

Zřetězeńım dostaneme

NSPACE(n(s+1)(2s)) ⊆ NSPACE(ns2
) ⊆ DSPACE(n2s2

)  (24)

 DSPACE(n2s2+2s) ⊆ NSPACE(n(s+1)(2s)). (25)

Uvedené schéma vede ke sporu, nebot’ vpravo i vlevo je stejná tř́ıda a upro-
střed je ostrá inkluze.

Definice 15.
Tvrzeńı parametrizované č́ıslem n je pravdivé skoro všude, plat́ı-li na všech

kromě konečně mnoha n.
Tvrzeńı parametrizované č́ıslem n je pravdivé nekonečně často, plat́ı-li na

nekonečně mnoha n.

Lemma 4.
Necht’ L je jazyk přij́ımaný deterministickým Turingovým strojem s pros-

torovou složitost́ı S(n) skoro všude. Potom L je přij́ımaný jiným strojem M ′ s
prostorovou složitost́ı S(n).

D̊ukaz. Konečně mnoho výjimek, kde výpočet přesáhne S(n) ošetř́ıme pomoćı
tabulky. Takový stroj ale nelze efektivně sestrojit, protože nedokážeme vyj́ımky
identifikovat.

Lemma 5.
Necht’ je dán deterministický Turing̊uv stroj M , délka vstupu n a č́ıslo m.

Existuje algoritmus zjǐst’uj́ıćı, zda m je maximálńı počet použitých buněk na
pracovńıch páskách při práci M na vstupech délky n. Algoritmus vždy skonč́ı.

D̊ukaz. Stač́ı simulovat výpočet M a poč́ıtat kroky pro detekci př́ıpadných
nekonečných smyček (překročeńı počtu možných konfiguraćı).
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6.1 Věta o mezerách (Borodin)

Věta 21 (Borodinova, o mezerách).
Necht’ g(n) ≥ n je rekurzivńı funkce. Potom existuje rekurzivńı funkce S(n)

taková, že DSPACE(S(n)) = DSPACE(g(S(n)))

D̊ukaz. Necht’ M1, M2, . . . je oč́ıslováńı všech deterministických stroj̊u. Označme
Si(n) = maximum použitých buněk stroje Mi na vstupu délky n.

Pokud se Mi vždy zastav́ı, je Si(n) jeho prostorová složitost. Pokud se Mi

na nějakém vstupu délky n nezastav́ı, je Si(n) nedefinováno (respektive rovno
+∞).

Poznámka: zjistit, zda Si(n) = +∞ nelze, ale pro libovolné pevně dané m
lze zjistit, zda Si(n) ≤ m (viz lemma 5).

Zkonstruujeme funkci S(n) takovou, že pro všechna k bud’

Sk(n) ≤ S(n) skoro všude (26)

nebo

Sk(n) > g(S(n)) nekonečně často. (27)

Uvedené nerovnosti požadujeme, abychom zajistili:

∀k : L(Mk) ∈ DSPACE(S(n)) ⇔ L(Mk) ∈ DSPACE(g(S(n))) (28)

Stroj Mk splňuj́ıćı 26 lze pomoćı konečně mnoha výjimek změnit tak, aby
nerovnost platila všude podle lemma 4, a stroj splňuj́ıćı 27 naopak nelze pomoćı
konečně mnoha výjimek změnit tak, aby platila opačná nerovnost.

Z 26 a 27 plyne, že neexistuje k takové, že S(n) < Sk(n) ≤ g(S(n)) skoro
všude. Stroj Mk by potom přij́ımal jazyk, který neńı v DSPACE(S(n)), ale je
v DSPACE(g(S(n))). Tomu se chceme v konstrukci vyhnout.

Poṕı̌seme nyńı konstrukci S(n) pro danou hodnotu n. Vezmeme M1, . . . , Mn

a zvoĺıme S(n) tak, že ∀i, 1 ≤ i ≤ n : Si(n) ≤ S(n) nebo g(S(n)) < Si(n).
V př́ıpadě, že jsou všechna Si(n) konečná, stač́ı vźıt za S(n) maximum, jak

bylo ale již výše uvedeno, nelze o konečnosti Si(n) rozhodnout. Proto budeme
problém řešit ”z druhého konce”.

Necht’ j = 1 a spoč́ıtejme g(j) (to lze, nebot’ g je rekurzivńı). Zjist́ıme, zda
existuje stroj Mi takový, že j < Si(n) ≤ g(j) (to nám umožňuje lemma 5, nebot’
nyńı máme horńı odhad na Si(n)).

Jestliže takové Mi neexistuje, můžeme položit S(n) = j, nebot’ žádný stroj
Mi nepoč́ıtá s protorovou složitost́ı mezi S(n) a g(S(n)).

Jestliže takové Mi naopak existuje, voĺıme j = Si(n). Pokračujeme spoč́ıtá-
ńım g(j). Cyklus se zastav́ı nejvýše po n interaćıch, nebot’ v každé se jedno Si

stane dolńı hranićı intervalu.
Takto konstruovaná funkce S(n) splňuje podmı́nky 26 nebo 27, nebot’ pro

dané k byl stroj Mk uvažován pro všechna n ≥ k v množině M1, . . . ,Mn při
konstrukci S(n). Tedy Sk(n) nebylo v intervalu (S(n), g(S(n))]. Proto muselo
být bud’ nekonečně mnohokrát nad t́ımto intervalem nebo skoro vždy pod.

Necht’ L ∈ DSPACE(g(S(n))), potom existuje deterministický Turing̊uv
stroj Mk rozpoznávaj́ıćı L v prostoru g(S(n)), tedy ∀n Sk(n) ≤ g(S(n)). Z
konstrukce S(n) plyne, že pro n > k plat́ı Sk(n) ≤ S(n) skoro všude. Tedy Mk
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pracuje v prostoru S(n) skoro všude a podle lemma 4 existuje jiný stroj, který
přij́ımá L v prostoru S(n) všude, tedy L ∈ DSPACE(S(n)).

Máme DSPACE(g(S(n))) ⊆ DSPACE(S(n)). Inkluze na druhou stranu
je triviálńı, tedy dostáváme rovnost a tvrzeńı věty je dokázáno.

6.2 Věta o zrychleńı

Věta 22 (Bloomova, o zrychleńı - prostorová verze).
Necht’ r(n) je rekurzivńı funkce. Potom existuje rekurzivńı jazyk L takový, že

pro každý deterministický Turing̊uv stroj Mi rozpoznávaj́ıćı L v prostoru Si(n)
existuje deterministický Turing̊uv stroj Mj rozpoznávaj́ıćı L v prostoru Sj(n),
kde r(Sj(n)) ≤ Si(n) skoro všude.

Než přistouṕıme k samotnému d̊ukazu věty, uvedeme si dvě pomocná tvrzeńı.

Lemma 6.
Bez újmy na obecnosti m̊užeme předpokládat, že funkce r je neklesaj́ıćı a

prostorově konstruovatelná. Nav́ıc plat́ı r(n) ≥ n2.

D̊ukaz. Pokud r(n) nesplňuje uvedené požadavky, definujeme

r′(n) = max{počet buněk použitých k výpočtu r(1), . . . , r(n), n2} (29)

Je zřejmé, že r′(n) je neklesaj́ıćı a prostorově konstruovatelná. Také zřejmě
plat́ı r′(n) ≥ r(n) a tedy stač́ı dokázat větu pro r′(n).

Lemma 7.
Definujeme-li h(n) = r(h(n − 1)), h(1) = 2, plat́ı, že h(n) je prostorově

konstruovatelná.

D̊ukaz. Plyne z prostorové konstruovatelnosti r(n).

D̊ukaz. Necht’ M1, M2, . . . jsou oč́ıslované deterministické Turingovy stroje s
jednoprvkovou vstupńı abecedou. Dále budeme předpokládat, že délka zakódo-
váńı stroje Mi je nejvýše log2 i (bez d̊ukazu).

Zkonstruujeme jazyk L takový, že

1) pokud stroj Mi rozpoznává L, pak Si(n) ≥ h(n− i) skoro všude

2) ∀k ∃j Mj : L(Mj) = L a Sj(n) ≤ h(n− k) skoro všude

Pokud takový L najdeme, jsme hotov́ı, nebot’ je-li dáno i takové, že L(Mi) =
L, potom zvoĺıme k = i+1 a d́ıky podmı́nce 2 v́ıme, že ∃j : L(Mj) = L a Sj(n) ≤
h(n−i−1), d́ıky podmı́nce 1 potom Si(n) ≥ h(n−i) = r(h(n−i−1)) ≥ r(Sj(n)).

Popǐsme nyńı konstrukci takového jazyka L (nad abecedou {0}).
Necht’ máme pevné n. Definujeme
σ(n) = min{j : j ≤ n, Sj(n) < h(n− j),∀i<n : σ(i) 6= j}
Pokud je σ(n) definováno, řekneme, že stroj Mσ(n) je zrušen č́ıslem n.
V jednom kroku konstrukce uvažuji pevně dané n a množinu těch stroj̊u,

které nebyly zrušeny žádným k, k < n. Tato množina je v každém kroku kon-
strukce konečná. Z této množiny vyberu stroj s nejmenš́ım indexem j = σ(n)
takový, že Sj(n) < h(n− j), pokud takový index existuje.

Nyńı zaruč́ım, aby žádný zrušený stroj nepřij́ımal jazyk L: 0n ∈ L ⇔
σ(n) je definované a Mσ(n) nepřij́ımá On
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Ukažme, že L splňuje obě uvedené podmı́nky.
Necht’ i je takové, že L(Mi) = L a uvažujme stroje M1, . . . , Mi−1. Některé

z těchto stroj̊u jsou zrušeny, každý je zrušený nějakým konkrétńım n. Necht’ n0

je maximum z těchto č́ısel. Potom plat́ı: ∀n > max{n0, i} : Si(n) ≥ h(n − i).
Dokážeme sporem. Necht’ ∃n > max{n0, i} : Si(n) < h(n − i), potom je ale
splněna podmı́nka pro zrušeńı Mi a tedy L(Mi) 6= L. Tedy podmı́nka 1 je
splněna.

Ukažme dále, že L splňuje i podmı́nku 2.
Necht’ k je libovolné pevné, zkonstruujme Mj takový, že L(Mj) = L a

Sj(n) ≤ h(n − k) skoro všude. Jinými slovy, Mj bude na rozhodnut́ı, zda 0n

patř́ı do L, potřebovat prostor nejvýše h(n− k) skoro všude.
Pro vstup On muśı Mj :

1) zjistit, zda je σ(n) definováno a pokud ano, tak σ(n) spoč́ıtat,

2) po zjǐstěńı σ(n) odsimulovat Mσ(n), aby mohl rozhodnout, zda 0n ∈ L.

Chceme-li zjistit σ(n), muśıme nejprve zjistit, které stroje Mi, i ≤ n byly
zrušeny nějakým č́ıslem l < n. Pro pevné i a l stač́ı pracovat v prostoru h(l− i),
protože pokud č́ıslo l zruš́ı stroj Mi, tak Si(l) ≤ h(l−i). Pro vymezeńı uvedeného
množstv́ı prostoru potřebujeme, aby byla h prostorově konstruovatelná.

Zde se ovšem objev́ı problém v př́ıpadě, že l − i > n− k, protože potom se
simulace do vymezeného prostoru nevejde. Problém obejdeme drobný trikem.
Uvažujme M1, . . . ,Mk a necht’ n1 je největš́ı č́ıslo, kterým je některý z těchto
stroj̊u zrušen. Modifikujeme M tak, že ∀l ≤ n1 bude ř́ıd́ıćı jednotka obsahovat
informace o tom, zda Ol ∈ L a č́ıslo stroje zrušeného č́ıslem l, pokud takový
existuje. Potom ∀n ≤ n1 pracuje M s nulovou prostorovou složitost́ı, pro n > n1

stač́ı odsimulovat stroje Mi pro i = k + 1, . . . , n.
Stroj Mi pracuje na vstupu 0n v prostoru h(l− i) ≤ h(n− k), protože l ≤ n

a i ≥ k. Tedy stroj Mi se do uvedeného prostoru vejde, ještě je třeba ukázat, že
se do něj vejde i stroj M při simulaci Mi.

Pro n > n1, je-li definováno σ(n), tak σ(n) je alespoň k, tedy Mσ(n) na
vstupu On pracuje v prostoru h(n − σ(n)), což je nejvýše h(n − k), protože
σ(n) > k.

M postupně simuluje stroje Mi pro k + 1 ≤ i ≤ n na vstupech 0l pro l ≤ n.
Pro každou dvojici (i, l) stač́ı reprezentovat na stroji h(l − i) buněk stroje Mi.

i ≤ n, Mi je zakódován v nejvýše log2 i ≤ log2 n buňkách stroje M , tedy t́ım
sṕı̌se libovolný symbol stroje Mi lze zakódovat v log2 n symbolech stroje M .

Protože v́ıme, že r(x) ≥ x2, plat́ı h(x) ≥ 22x−2
(d̊ukaz lze indukćı).

Tedy h(n − k) ≥ 22n−k−2 ≥ log2 n skoro všude, tedy prostor h(n − k) stač́ı
pro simulaci Mi pro skoro všechna n.

Kromě mı́sta na simulaci potřebuje M také prostor na ukládáńı seznamu
zrušených stroj̊u. Zrušených stroj̊u je nejvýše n, tedy je potřeba nejvýše n·log2 n
mı́sta. Plat́ı n · log2 n ≤ n2 ≤ h(n− k) skoro všude.

M tedy pracuje v prostoru 2h(n− k) skoro všude, dle lemma 4 existuje M ′

pracuj́ıćı v prostoru 2h(n−k) všude a podle věty o kompresi existuje stroj M ′′,
který pracuje v prostoru h(n− k) všude.
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