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3 Věty o rekurzi 11
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1 Základńı definice

1.1 Výpočetńı model

Definice 1 (Turing̊uv stroj).
Deterministický Turing̊uv stroj (DTS) M s k-páskami, kde k je konstanta,

je pětice

M = (Q,Σ, δ, q0, F ) (1)

Q = konečná množina stav̊u ř́ıd́ıćı jednotky
Σ = konečná pásková abeceda
δ : Q× Σk 7→ Q× Σk × {L,N,R}k je přechodová funkce (částečná)
q0 ∈ Q = počátečńı stav
F ⊆ Q = množina přij́ımaj́ıćıch stav̊u

Věta 1 (Kleenova o normálńı formě). Pro každé k ≥ 1 existuj́ı

• ČRF Ψk k + 1 proměnných

• PRP Tk k + 2 proměnných

• PRF U jedné proměnné

• PRF sk k + 1 proměnných

takové, že

1) Ψk je univerzálńı funkćı pro tř́ıdu všech ČRF k proměnných.

Ψk(e, x1, . . . , xk) vyč́ısluje e-tou ČRF k proměnných.

Nav́ıc z odvozeńı ČRF lze efektivně źıskat e a naopak z e lze efektivně
źıskat odvozeńı př́ıslušné ČRF.

2) Ψk(e, x1, . . . , xk) ' U(µyTk(e, x1, . . . , xk, y))

3) sk jsou prosté funkce rostoućı ve všech proměnných.

λx1, . . . , xk sk(e, x1, . . . , xk)

4) Ψm+n(e, z1, . . . , zm, x1, . . . , xn) ' Ψn(sm(e, z1, . . . , zm), x1, . . . , xn)

Tm+n(e, ~z, ~x) ≡ Tn(sm(e, ~z), ~x)

5) Tk(e, x1, . . . , xk, y) & Tk(e, x1, . . . , xk, z) ⇒ y = z

D̊ukaz. Oklikou přes Turingovy stroje (univerzálńı stroj).
Univerzálńı TS Y blok1 Y blok2 ∆ blok3 ×O1 × O2 . . . Y. Č́ısla kódujeme

unárně (x jako x+ 1 čar).
Základńı idea: bez dat Y M Y blok2 ∆ blok3 ×O1 × O2 . . . Y (očekáváme

data).
Y || . . . |λ|| . . . |λ . . . λ|| . . . |M
Konstrukce sm(e, x1, . . . , xm). Chceme PRF. Zkontrolujeme, zda e po roz-

kódováńı obsahuje M, jestliže ne, je výsledkem nulová funkce. Jestliže ano, nej-
levěǰśı výskyt M nahrad́ıme || . . . |λ|| . . . |λ . . . λ|| . . . |M .
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Věta 2. Predikát Ψk(e, x1, . . . , xk) ↓ je rekurzivně spočetný, neńı rekurzivńı,
jeho negace neńı rekurzivně spočetná. Dále Ψk nelze rozš́ıřit do ORF.

Dokonce pokud α je ČRF, která je rozš́ıřeńım Ψk, potom lze efektivně nalézt
vstup ~z takový, že α(~z)↑.

D̊ukaz. Z definice je zřejmé, že Ψk(. . .)↓ je rekurzivně spočetný predikát.
Stač́ı ukázat, že ¬Ψk(. . .)↓ neńı rekurzivně spočetný. Z toho př́ımo plyne, že

Ψk(. . .)↓ neńı rekurzivńı.
Bez újmy na obecnosti uvažujme k= 1. Použijeme Cantorovu diagonálńı

metodu.
Kdyby Ψ1(. . .)↓ byl rekurzivńı, potom by ¬Ψ1(x, x)↓ byl také rekurzivńı, t́ım

sṕı̌se rekurzivně spočetný. Tedy pro nějakou ČRF ϕ by platilo ¬Ψ1(x, x)↓⇔
ϕ(x)↓. Vezmeme-li index funkce ϕ (označme jej x0), dostáváme Ψ1(x, x)↓⇔
Ψ1(x0, x)↓, po dosazeńı x = x0 dostáváme ¬Ψ1(x0, x0)↓⇔ Ψ1(x0, x0)↓. Spor.

Pro d̊ukaz zbytku tvrzeńı předpokládejme, že h(e, x) je ORF rozš́ı̌reńım
Ψ1(e, x). Potom 1–. h(x, x) je ORF g. Necht’ g má index x0, tj. g(x) ' Ψ1(x0, x).
Protože g je ORF, pro všechna x plat́ı Ψ1(x0, x)↓, t́ım sṕı̌se Ψ1(x0, x0)↓. Tedy
dostáváme h(x0, x0) = Ψ1(x0, x0). Což ovšem vede ke sporu: 1–. Ψ1(x0, x0) '
h(x0, x0) ' Ψ1(x0, x0).

Dodatek: Ke každé ČRF ϕ(e, x), která je rozš́ı̌reńım univerzálńı ČRF, lze
efektivně naj́ıt x0 takové, že ϕ(x0, x0)↑. Důkaz je totožný.

Myšlenka obsažená v předchoźım d̊ukazu je založená na Cantorově diago-
nálńı metodě. Spor na diagonále si vynut́ı divergenci, nebot’ rovnost funkćı je
jenom podmı́něná, tedy v př́ıpadě divergence je vše v pořádku.

Univerzálńı funkce pro danou tř́ıdu funkćı bud’ nemůže patřit do této tř́ıdy,
nebo nemůže být totálńı.

2 Rekurzivně spočetné množiny

Definice 2. Wx (x-tá rekurzivně spočetná množina) = dom(ϕx) = {y : ϕx(y)↓}

Definice 3 (K). K = {x : x ∈Wx} = {x : ϕx(x)↓} = {x : Ψ1(x, x)↓}

Množina K souviśı s tzv. halting problémem, neboli problémem zastaveńı
Turingova stroje. Plat́ı o ńı následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 3. Množina K je rekurzivně spočetná, neńı rekurzivńı, K neńı rekurzivně
spočetná.

D̊ukaz. K neńı rekurzivńı, nebot’K neńı rekurzivně spočetná.K neńı rekurzivně
spočetná, nebot’ kdyby byla, měla by index x0. Jednoduchou diagonalizaćı dos-
táváme x0 ∈ K ⇔ x0 ∈Wx0 ⇔ x0 ∈ K. Spor.

2.1 1-převeditelnost, m-převeditelnost

Definice 4. Množina A je 1-převedilná na B (znač́ıme A ≤1 B), jestlǐze exis-
tuje prostá ORF f taková, že x ∈ A⇔ f(x) ∈ B.

Množina A je m-převedilná na B (znač́ıme A ≤m B), jestlǐze existuje ORF
f (ne nutně prostá) taková, že x ∈ A⇔ f(x) ∈ B.

Množina M je 1-úplná, jestlǐze M je rekurzivně spočetná a každá rekurzivně
spočetná množina je na ni 1-převedilná.

3



Množina M je m-úplná, jestlǐze M je rekurzivně spočetná a každá rekurzivně
spočetná množina je na ni m-převedilná.

Následuj́ıćı věta ukazuje, že halting problem je vzhledem k 1 a m-převoditel-
nosti nejtěžš́ı mezi rekurzivně spočetnými problémy.

Věta 4. K je 1-úplná.

D̊ukaz. Mějme libovolnou rekurzivně spočetnou množinu Wx.
Mějme ČRF α(y, x, w), popisuj́ıćı x-tou rekurzivně spočetnou množinu. Tedy

α(y, x, w)↓ ⇔ y ∈Wx ⇔ Ψ1(x, y)↓ ⇔ ϕx(y)↓ . (2)

Provád́ıme obvyklý trik s fiktivńı proměnnou, funkce α na hodnotě w nezálež́ı.
Z s-m-n věty dostáváme:

α(y, x, w) ' Ψ3(a, y, x, w) ' Ψ1(s2(a, y, x), w) ' ϕs2(a,y,x)(w). (3)

Označme h(y, x) = s2(a, y, x) (s2 je PRF, t́ım sṕı̌se ORF).

y ∈Wx ⇔ α(y, x, w)↓ ⇔ ϕh(y,x)(w)↓ ⇔ ϕh(y,x)(h(y, x))↓ ⇔ h(y, x) ∈ K (4)

Zde jsme mohli za w dosadit h(y, x), nebot’ hodnota α na w nezálež́ı! Tedy
Wx ≤1K pomoćı funkce λy h(y, x).

Lemma 1. K0 = {〈y, x〉 : y ∈Wx} je 1-úplná.

D̊ukaz. Zřejmé. K ≤1 K0 a K je 1-úplná.

Lemma 2 (Poznámky k 1-převeditelnosti).

1) Relace ≤1 a ≤m jsou tranzitivńı, reflexivńı.

2) A ≤1 B ⇒ A ≤m B

3) B rekurzivńı, A ≤m B ⇒ A rekurzivńı.

4) B rekurzivně spočetná, A ≤m B ⇒ A rekurzivně spočetná.

D̊ukaz.

1) Zřejmé.

2) Zřejmé.

3) Složeńım funkce dokazuj́ıćı ≤m s procedurou, která rozhoduje o x ∈ B
dostaneme proceduru rozhoduj́ıćı o A. Dostáváme cA(x) = cB(f(x)).

4) Stejně.

Důsledek 1. K a K jsou m-nesrovnatelné.

D̊ukaz. Plyne z faktu, že K je rekurzivně spočetná, K neńı a z bodu 4 předcho-
źıho lemma.

Definice 5 (Rekurzivńı permutace). Permutace na N, která je ORF, se
nazývá rekurzivńı permutace.
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Definice 6 (Rekurzivńı isomorfismus). Množiny A a B jsou rekurzivně
isomorfńı, jestlǐze existuje rekurzivńı permutace p taková, že p(A) = B. Znač́ıme
A ≡ B.

Definice 7.
A ≡1 B, jestlǐze A ≤1 B & B ≤1 A.
A ≡m B, jestlǐze A ≤m B & B ≤m A.

Věta 5 (Myhill). A ≡ B ⇔ A ≡1 B

D̊ukaz. Jedná se o efektivńı verzi Cantor-Bernsteinovy věty.
⇒ Triviálńı.
⇐ Z předpoklad̊u máme dvě prosté ORF převáděj́ıćı vzájemně A na B a

opačně. Chceme sestrojit rekurzivńı permutaci h takovou, že h(A) = B.
Plán: v kroćıch budeme generovat graf h tak, že v kroce n bude platit

{0, . . . , n} ⊆ dom(h), {0, . . . , n} ⊆ rng(h).

Z toho plyne, že h bude definovaná na celém N a bude na. Současně zajist́ıme,
že h bude prostá.

Nav́ıc budeme cht́ıt, aby platilo y ∈ A⇔ h(y) ∈ B, tedy aby h převáděla A
na B.

Začneme v bodě 0 a polož́ıme h(0) = f(0). Rozlǐśıme následuj́ıćı př́ıpady:

1) f(0) = 0: vše je v pořádku, h(0) = f(0) = 0 a 0 ∈ A⇔ 0 ∈ B, pokračuje-
me daľśım prvkem.

2) f(0) 6= 0: rozlǐśıme dva podpř́ıpady

a) g(0) 6= 0: vše v pořádku, definujeme h(g(0)) = 0.
Tedy 0 ∈ dom(h) ∩ rng(h).

b) g(0) = 0: nemůžeme použ́ıt h(g(0)) = 0, protože v bodě 0 je již
h definována. Najdeme tedy volný bod. Definujme h(g(f(0))) = 0.
Určitě g(f(0)) 6= 0, protože g je prostá a f(0) 6= 0. T́ımto jsme opět
dostali bod 0 do definičńıho oboru h i oboru hodnot. Zároveň funkci
h definujeme podle f a g, tedy převád́ı vzájemně A na B.

Indukčńı krok: necht’ v kroce k je z prvńı volný prvek. Všechna č́ısla menš́ı jak z
máme v dom(h)∩rng(h). Pod́ıváme se, zda je f(z) volný. Jestliže ano, polož́ıme
h(z) = f(z). Jestliže f(z) neńı volný, hledám zig-zag daľśı volný. Maximálně z
prvk̊u je blokovaných.

Důsledek 2. K ≡ K0

D̊ukaz. Zřejmé, nebot’ K ≡1 K0.

Množin, které jsou ekvivalentńı množině K, je však mnohem v́ıce. Ještě jich
mnoho uvid́ıme v daľśım textu. Ukažme si však nyńı alespoň jednu takovou.
Uvažme množinu A = {x : Wx 6= ∅}, tedy množinu programů, které konverguj́ı
alespoň na jednom vstupu.

A je rekurzivně spočetná, A = {x : ∃y, s (y patř́ı do Wx za s krok̊u)}.
Ukážeme, že A ≡ K. Protože K je 1-úplná, zřejmě plat́ı A ≤1 K.
Pro opačný směr chceme prostou ORF h takovou, že

x ∈Wx ⇔ x ∈ K ⇔ h(x) ∈ A⇔Wh(x) 6= ∅ (5)
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Idea. Vytvoř́ıme program, který čeká, zda x padne do K, jestliže ano, dá ϕh(x)

všude definované. Jinak nedělá nic.

α(x,w)↓ ⇔ ϕx(x)↓ (6)
α(x,w) ' ϕh(x)(w) (7)

Tedy x ∈ K znamená Wh(x) = N. Naopak x /∈ K znamená Wh(x) = ∅.

Lemma 3. Q je ORF, potom ∃yQ je rekurzivně spočetný predikát.

D̊ukaz. µyQ je ČRF, jej́ı definičńı obor je ∃y Q.

Věta 6. Predikát ∃yTk(e, x1, . . . , xk, y) je univerzálńım RSP pro tř́ıdu RSP k
proměnných.

D̊ukaz. Z věty o normálńı formě.

Důsledek 3. Lze definovat index (Gödelovo č́ıslo) rekurzivně spočetného pre-
dikátu.

Věta 7. Konjukce a disjunkce zachovávaj́ı rekurzivńı spočetnost. Tedy pr̊unik a
sjednoceńı rekurzivně spočetných množin je rekurzivně spočetná množina. Stejně
pro predikáty.

D̊ukaz. Pro pr̊unik spust́ıme oba programy současně a čekáme, až se oba zastav́ı.
Pro sjednoceńı čekáme, až se zastav́ı alespoň jeden.

Formálně pro pr̊unik.

∃s1T1(x, z, s1) & ∃s2T1(y, z, s2) ⇔ ∃w(T1(x, z, (w)2,1) & T1(y, z, (w)2,2)) (8)

Uvedený predikát je rekurzivně spočetný, tedy má nějaký index.

∃sT3(e, x, y, z, s) ⇔ ∃sT1(s2(e, x, y), z, s)

Věta 8. Omezená kvantifikace (∀y)y≤t a existenčńı kvantifikace (pro k≥ 2)
zachovávaj́ı rekurzivńı spočetnost.

D̊ukaz. Neformálně: omezený kvantifikátor lze zkontrolovat for cyklem.
Formálně:

(∀y)y≤t ∃s Tk(e, x1, . . . , xk−1, y, s) ⇔ (9)
⇔ ∃ kód (k+1)-tice w (∀y)y≤t Tk(e, x1, . . . , xk−1, y, (w)t+1,y) (10)

Část s omezeným kvantifikátorem je PRP, včetně existenčńıho kvantifikátoru
je to rekurzivně spočetný predikát, tedy má nějaký index b.

∃s Tk+1(b, e, x1, . . . , xk−1, t, s) ⇔ ∃s Tk(s1(b, e), x1, . . . , xk−1, t, s). (11)

Pro existenčńı kvantifikátor je situace ještě jednodušš́ı. Kvantifikaci přes dvě
proměnné převedeme na kvantifikaci přes jednu, kterou budeme považovat za
kód dvojice a v predikátu potom vyděĺıme jednotlivé složky. Dostáváme predikát
k−1 proměnných, proto požadavek na minimálńı velikost k!

∃y∃s Tk(e, x1, . . . , xk−1, y, s) ⇔ ∃w Tk(e, x1, . . . , xk−1, (w)2,1, (w)2,2) (12)
⇔ ∃s Tk(d, e, x1, . . . , xk−1, s) ⇔ ∃s Tk−1(s1(d, e), x1, . . . , xk−1, s) (13)
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Věta 9. Něcht’ Q je RSP k+1 proměnných. Potom existuje ČRF ϕ k proměn-
ných taková, že

ϕ(x1, . . . , xk)↓ ⇔ ∃y Q(x1, . . . , xk, y) (14)
ϕ(x1, . . . , xk)↓ ⇒ Q(x1, . . . , xk, ϕ(x1, . . . , xk)) (15)

D̊ukaz. Věta ř́ıká, že pro každý rekurzivně spočetný predikát existuje ČRF
taková, že konverguje právě, když existuje y splňuj́ıćı predikát. Tato funkce
nav́ıc př́ımo vraćı jedno takové y, pro které predikát plat́ı. Tato ϕ je selektor na
grafu Q.

Pro k = 1. Dáno x, hledáme nejmenš́ı dvojici (y, s) takovou, že za s krok̊u
ověř́ıme, že Q(x, y) (tj. program pro Q konverguje za s krok̊u). Pak vydáme y.

Obecně: univerzálńı vyjádřeńı RSP ∃s T2(e, x, y, s), hledáme nejmenš́ı w (kód
dvojice) tak, že

ϕ(x) ' (µwT2(e, x, (w)2,1, (w)2,2))2,1. (16)

Funkce ϕ tedy vraćı prvńı složku z prvńı dvojice, kterou najde (v uspořádáńı
daném naš́ım kódováńım dvojic).

Věta 10. Funkce je ČRF ⇔ má rekurzivně spočetný graf.

D̊ukaz. Je-li ϕ ČRF, je jej́ı graf rekurzivně spočetný: 〈x1, . . . , xk, y〉 ∈ Graf ⇔ ∃s
za s krok̊u program konverguje.

Opačně, je-li graf funkce ϕ rekurzivně spočetný, je selektor na něm ČRF, ale
selektor na grafu funkce je př́ımo ona funkce.

Věta 11 (Postova).
Množina M je rekurzivńı právě, když M i M jsou rekurzivně spočetné.
Predikát Q je ORP právě, když Q i ¬Q jsou RSP.

D̊ukaz. ”⇒”: Triviálńı.
”⇐”: Intuitivně: M = dom(P1), M = dom(P2). Pust́ıme oba programy sou-

časně a čekáme, který se zastav́ı. Zastav́ı se právě jeden.
Formálně: (x ∈ M & y = 1) ∨ (x ∈ M & y = 0) je rekurzivně spočetný

predikát, selektor na něm je ORF, která je charakteristickou funkćı pro M .

Lemma 4. Každá rekurzivně spočetná množina je oborem hodnot nějaké ČRF.

D̊ukaz. Vytvoř́ıme množinu dvojic R = {〈z, y〉 : z ∈ Wx & y = z}. Množina R
je rekurzivně spočetná, tedy má ČRF selektor ϕ, plat́ı dom(ϕ) = rng(ϕ) = Wx.

Myšlenka toho d̊ukazu je, že body, kde ϕx konverguje, vyneseme na diagonálu
a vytvoř́ıme selektor. Jeho definičńı obor bude zárověň jeho oborem hodnot.

Věta 12. Každý obor hodnot ČRF je rekurzivně spočetná množina.

D̊ukaz. Zkontruujeme pseudoinverzńı funkci h k ČRF ϕ.
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2.2 Generováńı rekurzivně spočetných množin

Definice 8. Funkce f je úseková, jestlǐze jej́ım definičńım oborem je počátečńı
úsek N (nebo celé N).

Věta 13. Rekurzivńı množiny jsou právě obory hodnot rostoućıch úsekových
ČRF.

D̊ukaz. Definujeme ČRF f , která bude rostoućı a úseková.
Začneme f(0) ' µx(x ∈M).
Dále f(n+ 1) ' µy(y > f(n) & y ∈M)
Opačně. Máme f rostoućı úsekovou ČRF. V př́ıpadě, že je f konečná (tohle

ale nejsme schopni efektivně rozpoznat!), v́ıme jak, známe D = dom(f) a tedy
rng(f) je rekurzivńı.

V př́ıpadě, že je f totálńı

y ∈M = rng(f) ⇔ ∃x(f(x) = y)) ⇔ ∃x≤y(f(x) = y) (17)

Posledńı ekvivalence plat́ı, protože f je rostoućı a úseková. Tedy

y ∈M ⇔ y ∈ {f(0), . . . , f(y)}. (18)

Věta 14. Množina M je nekonečná a rekurzivńı právě, když je oborem hodnot
rostoućı ORF. Tedy M lze generovat prostou ORF.

D̊ukaz. Důsledek následuj́ıćı věty.

Věta 15. Rekurzivně spočetné množiny jsou právě obory hodnot prostých úse-
kových ČRF.

D̊ukaz. ”⇐”: Vı́me, obor hodnot ČRF je rekurzivně spočetná množina.
”⇒”: Mějme ČRF ϕ.
Důkaz provedeme pomoćı rekurzivńı množiny

B = {〈x, s〉 : ϕ(x)↓ přesně za s krok̊u}. (19)

Množinu B lze, protože je rekurzivńı, generovat pomoćı rostoućı úsekové
ČRF h. Funkce h generuje dvojice, definujeme tedy g(x) ' (h(x))2,1. Zřejmě g
je prostá, úseková a ČRF (a generuje dom(ϕ)).

Důsledek 4. Každá nekonečná rekurzivně spočetná množina obsahuje neko-
nečnou rekurzivńı podmnožinu.

D̊ukaz. Mějme f , která prostě generuje M . Vyber rostoućı podposloupnost. Ta
je rekurzivńı.

g(0) = f(0) (20)
g(n+ 1) = f(µj(f(j) > g(n))) (21)

Obor hodnot g je nekonečné rekurzivńı množina a je podmnožinou M .

Definice 9 (Imunńı množina). Množina M je imunńı, jestlǐze M je neko-
nečná a neobsahuje nekonečnou rekurzivně spočetnou podmnožinu.

Definice 10 (Simple množina). Množina A je simple, jestlǐze A je rekurzivně
spočetná a A je imunńı.
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Lemma 5. Existuje imunńı množina.

D̊ukaz. Nejprve neefektivńı konstrukce. Budeme požadovat, aby M byla neko-
nečná a od každé nekonečné rekurzivně spočetné se lǐsila alespoň v jednom bodě.
Naše strategie bude dát do M mnoho prvk̊u a potom, kdykoliv je Wx nekonečná,
vźıt nějaký prvek z Wx, který je ještě volný, a ten dát do M .

Krok s. Nějaký volný prvek dáme do M . Vezmu Ws, zeptám se, zda je Ws

nekonečná (neefektivńı krok!), pokud ano, vezmu nějaký volný prvek z Ws a
dám jej do M . V kroce s je blokováno nejvýše 2s+2 prvk̊u, tedy vždy můžeme
volit.

Nyńı si ukážeme efektivńı konstrukci.
Problém je rozhodnout, zda Wx je nekonečná. Nebudeme se tedy ptát,

zda je nekonečná, ale odstrańıme všechny ”hodně velké” množiny. V kroce s
odstrańıme množinu Ws, jestliže Ws obsahuje prvek větš́ı jak 2s.

Q(x, y) ⇔ y ∈Wx & y > 2x (22)

Q je rekurzivně spočetná relace, jej́ı selektor ϕ je ČRF. Necht’ A = rng(ϕ),
potom A je hledaná množina.

Ověřeńı, že A splňuje požadované vlastnosti. Pro j ≥ x plat́ı ϕ(j) > 2x
(pokud konverguje). Tedy př́ıspěvky do Wx,Wx+1, . . . jsou všechny větš́ı než
2x. Do množiny 0, . . . , 2x mohou tedy přispět jenom množiny W0, . . . ,Wx−1.
Máme tedy 2x + 1 č́ısel, šanci má jenom x, tedy nejméně x + 1 z nich z̊ustane
mimo A, tj. padnou do A. Tedy A je nekonečná.

Ověřme druhou podmı́nku. Je-li Wx nekonečná, potom nemůže být podmno-
žinou A. Dokonce plat́ı Wx ⊆ A⇒Wx ⊆ {0, . . . , 2x}.

Výše uvedená konstrukce dokonce dává konstrukci simple množiny množiny..

Definice 11.

Tot = {x : Wx = N} (23)
Inf = {x : Wx nekonečná} (24)
Fin = {x : Wx konečná} (25)

Věta 16. Tot ≡ Inf

D̊ukaz. Stač́ı dokázat Tot ≤1 Inf a Inf ≤1 Tot.
Definujme α(x,w)↓ ⇔ ∀j=0, . . . , w ϕx(j)↓
Z s-m-n věty dostaneme α(x,w) ' ϕh(x)(w).
Jestliže x∈Tot, potom Wh(x) = N. Naopak pro x /∈Tot je Wh(x) konečná.
Naopak, definujme β(x,w)↓ ⇔Wx obsahuje alespoň w prvk̊u.
Z s-m-n věty dostaneme β(x,w) ' ϕg(x)(w).
Jestliže w∈Inf , potom g(x) ∈ Tot. Naopak pro w /∈Inf je g(x) /∈ Tot.
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Definice 12 (Hyperimunńı množina). Množina B je hyperimunńı, jestlǐze
je nekonečná a neexistuje ORF f taková, že majorizuje množinu B.

Definice 13. Řı́káme, že ORF f majorizuje nekonečnou množinu B, jestlǐze
B = {x0, x1, x2, . . .} je rostoućı seznam prvk̊u B a plat́ı f(n) ≥ xn.

Definice 14 (Hypersimple množina). Množina A je hypersimple, jestlǐze A
je simple a A je hyperimunńı.

Lemma 6. Hyperimunńı množina je imunńı.

D̊ukaz. Sporem. Necht’ hyperimunńı A neńı imunńı. Potom mám nekonečnou
rekurzivně spočetnou množinu Wz, kterou A obsahuje.

Definujeme Df(i) = i-tý bod Wz. Dostali jsme nekonečnou posloupnost
konečných (jednobodových) množin, které všechny prot́ınaj́ı A. Spor.

Věta 17. Množina A je hyperimunńı ⇔ A je nekonečná a neexistuje ORF f
taková, že

∀n(Df(n) ∩A 6= ∅) & ∀i, j (i 6=j ⇒ Df(i) ∩Df(j) = ∅). (26)

Zde Dx označuje x-tou konečnou množinu. Požadujeme tedy, aby neexistovala
ORF vyb́ıraj́ıćı prostým zp̊usobem konečné množiny tak, aby všechny vybrané
měly neprázdný pr̊unik s A.

D̊ukaz. ”⇒”: Dokážeme, že negace pravé strany implikuje negaci levé strany.
Tedy A je konečná nebo existuje ORF taková, že

∀n(Df(n) ∩A 6= ∅) & ∀i, j (i 6=j ⇒ Df(i) ∩Df(j) = ∅). (27)

Je-li A konečná, nemůže být hyperimunńı. Existuje-li taková f , zvolme g(n) =
max(

⋃n
j=0Df(j)). Potom g(n) majorizuje A. Zřejmé.

Opačnou implikaci budeme opět dokazovat jako převrácenou implikaci ne-
gaćı. Necht’ A neńı hyperimunńı, tedy máme g, která ji majorizuje. Položme

h(0) = g(0) (28)
h(n+ 1) = g(h(n) + 1) (plat́ı g(h(n) + 1) ≥ xh(n)+1) (29)

Zvoĺıme f následovně

Df(0) = {0, . . . , h(0)} (30)
Df(n+1) = {h(n) + 1, . . . , h(n+ 1)} (31)

Protože plat́ı g(h(n) + 1) ≥ xh(n)+1, což je h(n) + 2 prvk̊u, je každá Df(n)

neprázdná.

Věta 18 (Existence hypersimple množiny). Existuje hypersimple množina.

D̊ukaz. Pracný, pokud se provád́ı př́ımo diagonalizaćı.

Věta 19 (Dekker). Necht’ množina A je rekurzivně spočetná, nerekurzivńı,
potom existuje B hypersimple.
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D̊ukaz. Množina A je zřejmě nekonečná. Existuje f prostá ORF generuj́ıćı A.
Definujeme

B = {x : ∃y(y > x ∧ f(y) < f(x))} (32)
B = {x : ∀y(y > x⇒ f(y) > f(x))} (33)

Lze ukázat, že B je nekonečná (plyne to z faktu, že f generuje množinu A
prostě).

Neexistuje ORF majorizuj́ıćı B. Kdyby ano, potom by A byla rekurzivńı.
Tj. g necht’ je ORF majorizuj́ıćı B.

x ∈ A⇔ x ∈ rng(f) ⇔ x ∈ {f(0), . . . , f(g(x))}. (34)

Spor.
Ukažme ještě, že A a B jsou stejně složité ve smyslu vyč́ıslitelnosti, tedy že

z jedné vypoč́ıtám druhou.
Mám-li B a potřebuji rozhodnout o x ∈ A, najdu prvńıch x+ 1 prvk̊u z B,

necht’ posledńı z nich je w.

x ∈ A⇔ z ∈ {f(0), . . . , f(w)} (35)

Naopak, mám-li A a rozhoduji, zda x ∈ B.

x ∈ B ⇔ ∃y(y > x ∧ f(y) < f(x)) (36)
x ∈ B ⇔ ({0, . . . , f(x)} \ {f(0), . . . , f(x)}) ∩A 6= ∅. (37)

Věta 20 (Matijasevič). Predikát P je rekurzině spočetný právě, když je dio-
fantický, tj. existuj́ı 2 polynomy s přirozenými koeficienty p1, p2 takové, že

P (y1, . . . , yn) ⇔ ∃x1, . . . , xk(p1(~y, ~x) = p2(~y, ~x)) (38)

3 Věty o rekurzi

Věta 21 (O rekurzi). Jestlǐze f je ČRF jedné proměnné, potom existuje a
takové, že ϕf(a)(x) ' ϕa(x) pro všechna x.

D̊ukaz.

λz,x (ϕf(s1(z,z))(x)) ' Ψ2(e, z, x) ' ϕs1(e,z)(x) (39)

Dosad́ıme z = e a dostáváme hledané a = s1(e, e). Plat́ı totiž

ϕf(s1(e,e))(x) ' Ψ2(e, e, x) ' ϕs1(e,e)(x). (40)

Funkce f zobrazuje program na program. Bod a je pevný bodem zobrazeńı
f . Jak vypadaj́ı programy a a f(a)? Který z nich poč́ıtá déle? Uvid́ıme, že
program a poč́ıtá déle, než f(a).

Co dělá program e na datech (z, x)? Poč́ıtá ϕf(s1(z,z)), tj. vezme z a spoč́ıtá
neprve s1(z, z), potom f(s1(z, z)), který ale nemuśı konvergovat. Jestliže f(s1(z, z))↓,
spust́ı se na vstup x.

Co dělá program a? Program a vznikne jako s1(e, e). Mějme na vstupu x.
Program a vezme e a přidá ho k x a spust́ı program e na (e, x). Co udělá program
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e na těchto datech? Spoč́ıtá s1(e, e) (tedy spoč́ıtá a), potom f(s1(e, e)) = f(a)
a spust́ı program f(a) na x.

Program a tedy neprve spoč́ıtá a, potom spoč́ıtá f(a) (pokud konverguje) a
ten simuluje na vstupu x. Program a je tedy složitěǰśı než f(a) a poč́ıtá déle.

Věta 22 (O generováńı pevných bod̊u). Pro každou f ∈ ČRF existuje
prostá rostoućı PRF g taková, že plat́ı:

ϕf(g(j))(x) ' ϕg(j)(x) (41)

Tedy g rostoućım zp̊usobem generuje nekonečně mnoho pevných bod̊u funkce f .

D̊ukaz. ϕf(s2(z,z,j))(x) ' ψ(e, z, j, x) ' ϕs2(e,z,j)(x).
Zvolme g(j) = s2(e, e, j).

Věta 23 (??). Necht’ h je ČRF n+1 proměnných. Potom existuje č́ıslo a takové,
že a je indexem funkce λx1,...,xn

h(a, x1, . . . , xn), tedy plat́ı ϕa(x1, . . . , xn) '
h(a, x1, . . . , xn)

D̊ukaz. h(v, x1, . . . , xn) ' ψn+1(b, v, x1, . . . , xn) ' ϕs1(b,v)(x1, . . . , xn)
Následně aplikujeme větu o rekurzi na s1(b, v) v proměnné v a dostáváme

hledané a.

Věta 24 (Věta o rekurzi v závislosti na parametrech). Jestlǐze f je ČRF
n+ 1 proměnných, potom existuje PRF g n proměnných taková, že

ϕh(g(y1,...,yn),y1,...,yn)(x) ' ϕg(y1,...,yn)(x)

D̊ukaz.

ϕh(sn+1(z,z,y1,...,yn),y1,...,yn)(x) ' ψn+2(e, z, y1, . . . , yn, x) ' ϕsn+1(e,z,y1,...,yn)(x)

Zvolme g(y1, . . . , yn) = sn+1(e, e, y1, . . . , yn).

Věta 25 (Rice). Jestlǐze A je tř́ıda ČRF (jedné proměnné), která je netriviálńı,
potom AA = {x : ϕx ∈ A} je nerekurzivńı.

D̊ukaz. Sporem. Necht’ A je rekurzivńı. Potom lze vytvořit ORF f takovou, že
všechny prvky z A zobraźı na nějaký prvek b /∈ A a všechny prvky mimo A
zobraźı na nějaký prvek a ∈ A. Podle věty o rekurzi existuje pevný bod f u0,
tedy plat́ı:

ϕu0 = ϕf(u0) (42)

Tedy

u0 ∈ A⇒ f(u0) = b /∈ A (43)
u0 /∈ A⇒ f(u0) = a ∈ A (44)

To je ovšem spor, protože u0 a f(u0) jsou indexy stejné funkce, a tedy bud’ obě
č́ısla v A lež́ı nebo obě nelež́ı.

Pozor, nejedná se o tř́ıdu programů, ale tř́ıdu funkćı. Tedy i pro jedno-
prvkovou A bude AA nekonečná a nerekurzivńı (každá funkce je vyč́ıslovaná
nekonečně mnoha programy a rozhodnout o jejich ekvivalenci je nelze efektivně).
Viz následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 5. Necht’ A = {ϕe}, potom A = {x : ϕx = ϕe} je nerekurzivńı.
Rozhodnout o rovnosti funkćı vyč́ıslovaných dvěma programy nelze algoritmicky.
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4 Produktivńı a kreativńı množiny

Definice 15 (Produktivńı množina). Množina B je produktivńı, jestlǐze
existuje ČRF ϕ taková, že Wx ⊆ B ⇒ ϕ(x)↓ & ϕ(x) ∈ B \Wx

Definice 16 (Kreativńı množina). Množina A je kreativńı, jestlǐze A je
rekurzivně spočetná a A je produktivńı.

Věta 26 (O produktivńı funkci). Každá produktivńı množina má produktivńı
funkci, která je ORF.

D̊ukaz. Mějme nějakou ČRF f produktivńı pro B.

Wg(y) =

 Wy jestliže f(g(y))↓

∅ jestliže f(g(y))↑
f(g(y)) nemůže divergovat, protože potom by Wg(y) bylo rovno prázdné

množině, která je ale triviálně podmnožinou B. Tedy by f(g(y)) muselo konver-
govat a vracet prvek mimo B. Což by byl spor.

f(g(y)) tedy konverguje a Wg(y) = Wy, tedy pokud Wy ⊆ B, potom také
Wg(y) ⊆ B a tedy f(g(y)) muśı konvergovat a vracet prvek mimo Wg(y) (což je
rovno Wy), tedy nový prvek f(g(y)) ∈ B \Wy.

Konstrukci g provedeme pomoćı věty o rekurzi. Mějme pomocnou ORF h
takovou, že plat́ı

Wh(x,y) =

 Wy jestliže f(x)↓

∅ jestliže f(x)↑
(45)

Takovou h źıskáme pomoćı s-m-n věty následovně.

α(x, y, w)↓⇔ f(x)↓ & w ∈Wy (46)

Aplikaćı s-m-n věty dostaneme h. Nyńı použijeme větu o rekurzi.

∃ PRF g : Wg(y) = Wh(g(y),y) =

 Wy jestliže f(g(y))↓

∅ jestliže f(g(y))↑
(47)

Věta 27. Každá produktivńı množina obsahuje nekonečnou rekursivně spočet-
nou množinu.

D̊ukaz. Neformálně. Mějme množinu A a jej́ı produktivńı funkci f . Začneme s
Wz0 = ∅ a aplikujeme f . Dostáváme prvńı prvek f(z0) ∈ A. Wz1 = {f(z0)}
atd.

Důsledek 6. Produktivńı množiny nejsou imunńı, imunńı nejsou produktivńı.

Věta 28 (O rekurzivńı permutaci). Každá produktivńı množina má produk-
tivńı funkci, která je rekurzivńı permutaćı, tj. je prostá a na.
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D̊ukaz. Mějme funkci f produktivńı pro množinu A.
Dvě strategie, jedna pro na a jedna pro prostá.
na:
Snadno nalezneme nekonečnou rekurzivńı množinu M takovou, že x ∈M ⇒

Wx = N a tedy jistě x ∈M ⇒Wx * A.
Definujeme

g(x) =
{
f(x) x /∈M
j x ∈M & x je j-tým prvkem M.

(48)

Takto definovaná g je jistě produktivńı (Wx ⊆ A ⇒ x /∈ M a tedy plat́ı
g(x) = f(x)) a na (M je nekonečná).

prostá:

h(0) = f(0) (49)

h(n+ 1) =
{
f(n+ 1) f(n+ 1) /∈ {h(0), . . . , h(n)}
? f(n+ 1) ∈ {h(0), . . . , h(n)} (50)

V př́ıpadě, že je f(n + 1) již blokovaná, přidáme k Wn+1 prvek f(n + 1) a
aplikujeme na index této množiny funkci f . V př́ıpadě, že platilo Wn+1 ⊆ A,
dostáváme iteraćı tohoto postupu prostou posloupnost prvk̊u, z nichž maximálně
n je blokovaných. Prvńı neblokovaný zvoĺıme jako h(n + 1). V př́ıpadě, že
opakováńım nedostaneme neblokovaný prvek, muselo platit Wn+1 * A, tedy
můžeme volit libovolně (ale prostě).

Spojeńım těchto dvou strategíı dostáváme funkci, která je na a prostá.

Věta 29 (O ekvivalenci pojmů). A je kreativńı ⇔ A je 1-úplná ⇔ A je
m-úplná.

D̊ukaz. Plyne př́ımo z následuj́ıćı věty.

Věta 30 (O ekvivalenci pojmů II). B je produktivńı ⇔ K ≤1 B ⇔ K̄ ≤m B

D̊ukaz. 2 ⇒ 3: triviálńı
3 ⇒ 1:

Lemma 7. Jestlǐze množina C je produktivńı a C ≤m B, potom i B je produk-
tivńı. Produktivita se tedy zachovává směrem vzh̊uru při ≤m.

D̊ukaz. Neformálně: necht’ Wx ⊆ B, hledáme nový bod mimo Wx. Vezmeme
vzor Wx při f , kde h je funkce dokazuj́ıćı ≤m.

Plat́ı h−1(Wx) ⊆ C, protože hmuśı převádět C na B. Tedy můžeme na index
množiny h−1(Wx) aplikovat funkci f , která je produktivńı pro C. Dostáváme
bod mimo h−1(Wx) a tedy jeho obraz při h muśı padnout mimo Wx.

Formálně: Existuje ORF g taková, že složeńı h◦f ◦g je hledaná produktivńı
funkce pro B. (Funkce g vraćı index množiny h−1(Wx).) Wg(x) = h−1(Wx) =
{y : h(y) ∈Wx} (g ze s-m-n věty)

Wx ⊆ B ⇒Wg(x) ⊆ C ⇒ f(g(x)) ∈ C \Wg(x) ⇒ hfg(x) ∈ B \Wx (51)
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Protože K je produktivńı, je i B dle předchoźıho lemma produktivńı.
1 ⇒ 2: (B produktivńı ⇒ K ≤1 B) Ćıl: prostá ORF g taková, že

Wg(x) =

 {f(g(x))} x ∈ K

∅ x /∈ K
(52)

Potom plat́ı:

x ∈ K ⇒ Wg(x) = ∅ ⊆ B ⇒ fg(x) ∈ B \Wg(x) ⇒ fg(x) ∈ B (53)
x ∈ K ⇒ Wg(x) = {f(g(x))} (54)

Situace f(g(x)) ∈ B nemůže nastat, protože potom by

Wg(x) ⊆ B ⇒ f(g(x)) ∈ B \Wg(x), (55)

ale protože plat́ı Wg(x) = {f(g(x))}, muselo by platit f(g(x)) ∈ B \ {f(g(x))},
což nelze. Proto muśı platit f(g(x)) ∈ B.

Tedy h = f ◦ g 1-převád́ı K do B.
Pro pořádek ukážeme konstrukci g. Pomoćı s-m-n věty a věty o rekurzi.

Wα(x,y) =

 {f(y)} x ∈ K

∅ x /∈ K
(56)

Potřebné α dostaneme pomoćı s-m-n věty následovně.

β(x, y, w)↓ ⇔ y ∈ K & w = f(y) (57)

Nyńı použijeme větu o rekurzi.

Wg(x) = Wα(x,g(x)) =

 {f(g(x))} x ∈ K

∅ x /∈ K
(58)

Definice 17 (Úplně produktivńı množina). Množinu A nazveme úplně
produktivńı množinou, když existuje ORF f taková, že

f(x) ∈ A \Wx nebo f(x) ∈Wx \A (59)

Lemma 8. Úplná produktivita implikuje produktivitu.

D̊ukaz. Zřejmé. Jestliže plat́ı Wx ⊆ A, potom Wx \ A = ∅ a tedy muśı nastat
př́ıpad f(x) ∈ A \Wx, což dokazuje produktivitu A.

Věta 31 (O úplné produktivitě). A je produktivńı ⇔ A je úplně produktivńı.

D̊ukaz. Produktivita se zachovává při ≤m a ≤1. Stejně tak se zachovává úplná
produktivita (d̊ukaz je totožný).

K je úplně produktivńı (a to dokonce při identické funkci - snadno se ověř́ı,
že (x ∈ K \Wx) ∨ (x ∈Wx \K). Zbytek je zřejmý.

Důsledek 7. Protože K ≤m Tot = {x : ϕx totálńı } = {x : Wx = N}, plat́ı
Tot je produktivńı.
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5 Dvojice množin

Definice 18 (Rekurzivńı neoddělitelnost). Dvojice množin A, B (A∩B =
∅) je rekurzivně neoddělitelná, jestlǐze neexistuje rekurzivńı množina M taková,
že

A ⊆M,M ∩B = ∅ (tj. B ⊆M) (60)

Definice 19 (Efektivńı neoddělitelnost). Dvojice množin A, B (A∩B = ∅)
je efektivně neoddělitelná, jestlǐze existuje ČRF ϕ taková, že

A ⊆Wx

B ⊆Wy

Wx ∩Wy = ∅

 ⇒ ϕ(x, y)↓ & ϕ(x, y) /∈Wx ∪Wy (61)

Jinými slovy, z index̊u aproximace A a B efektivně naleznu daľśı bod, který
lež́ı mimo tuto aproximaci.

Lemma 9. Efektivńı neoddělitelnost je silněǰśı než rekurzivńı neoddělitelnost

D̊ukaz. Sporem. Zvolme Wx = M a Wy = M , kde M je rekurzivńı množina
vyvracej́ıćı rekurzivńı neoddělitelnost. Funkce dokazuj́ıćı efektivńı neoddělitel-
nost by musela nelézt bod mimo M ∪M , což nelze.

Lemma 10. Existuje dvojice rekurzivně spočetných disjunktńıch množin A, B
taková, že A, B jsou rekurzivně neoddělitelné, ale nejsou efektivně neoddělitelné.

D̊ukaz. Těžký.

Věta 32 (Existence efektivně neoddělitelné dvojice). Existuj́ı disjunktńı
rekurzivně spočetné množiny A a B, které jsou efektivně neoddělitelné.

D̊ukaz. Definujeme:

A = {x : ϕx(x) ' 0} B = {x : ϕx(x) ' 1} (62)

A aB jsou zřejmě disjunktńı a rekurzivně spočetné. Podle s-m-n věty existuje
PRF α taková, že

ϕα(x,y)(w) '

 1 w padne dř́ıve do Wx než do Wy

0 w padne dř́ıve do Wy než do Wx

↑ w /∈Wx ∪Wy

(63)

Prostou diagonalizaćı nalezneme bod, na kterém muśı ϕα(x,y) divergovat, pro-
tože jinak bychom došli ke sporu. Divergence α ale znamená, že daný bod lež́ı
mimo Wx ∪Wy.

Formálně. Co udělá ϕα(x,y)(α(x, y))? Kdyby α(x, y) padlo do Wx, potom
zřejmě padne dř́ıve do Wx než do Wy, ϕα(x,y)(α(x, y)) by zakonvergovalo a
vrátilo 1 a tedy by muselo α(x, y) padnout do B. To nelze. Symetricky se ukáže,
že α(x, y) nemůže padnout do Wy. Tedy padne mimo tyto dvě množiny.
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Definice 20 (1-úplnost dvojic). Disjunktńı dvojice rekurzivně spočetných
množin A, B je 1-úplná, jestlǐze pro libovolnou disjunktńı dvojici rekurzivně
spočetných množin C, D existuje prostá ORF f taková, že

x ∈ C ⇔ f(x) ∈ A (64)
x ∈ D ⇔ f(x) ∈ B (65)

x /∈ C ∪D ⇔ f(x) /∈ A ∪B (66)

Znač́ıme (C,D) ≤1 (A,B).

Věta 33 (Dvojná forma věty o rekurzi). Pro libovolné ORF f , g existuj́ı
m a n takové, že

ϕm = ϕf(m,n) ϕn = ϕg(m,n) (67)

Obecněǰśı zněńı: pro libovolné ORF f , g obě k+2 proměnných existuj́ı PFR ω1,
ω2 obě k proměnných takové, že

ϕω1(y1,...,yk) = ϕf(ω1(y1,...,yk),ω2(y1,...,yk),y1,...,yk) (68)
ϕω2(y1,...,yk) = ϕg(ω1(y1,...,yk),ω2(y1,...,yk),y1,...,yk) (69)

D̊ukaz. Mějme ϕf(x,y), pomoćı věty o rekurzi dostaneme funkci α takovou,
že ϕf(α(y),y) = ϕα(y). Vezmeme ϕg(α(y),y), aplikujeme na g větu o rekurzi a
dostáváme n takové, že ϕn = ϕg(α(n),n). Nyńı stač́ı volit m = α(n).

Jinými slovy, nalezneme funkci α, která nám bude poč́ıtat pevné body v
závilosti na druhé proměnné. Potom opětovnou aplikaćı věty o rekurzi źıskáme
pevný bod této funkce. Jako m voĺıme hodnotu α v pevném bodě.

Věta 34. 1-úplné dvojice rekurzivně spočetných množin jsou právě efektivně
neoddělitelné dvojice rekurzivně spočetných množin.

D̊ukaz. 1-úplnost ⇒ efektivńı neoddělitelnost
Mějme (A,B) efektivně neoddělitelné (s funkćı f , která to dokazuje), (C,D)

1-úplná, tedy plat́ı (A,B) ≤1 (C,D) (via h). Vezmeme vzory Wx a Wy při h,
aplikujeme f a opět aplikujeme h.

efektivńı neoddělitelnost ⇒ 1-úplnost
Necht’ (A,B) jsou efektivě neoddělitelné, tj. existuje ČRF f , která to doka-

zuje. Budeme hledat dvojici ORF funkćı ω1, ω2 takové, že

Wω1(x) =
{
A ∪ {f(ω1(x), ω2(x))} x ∈ D
A x /∈ D (70)

Wω2(x) =
{
B ∪ {f(ω1(x), ω2(x))} x ∈ C
B x /∈ C (71)

Snadno se nahlédne, že potom plat́ı:

x /∈ C ∪D ⇒ Wω1(x)=A

Wω2(x)=B

}
⇒ f(ω1(x), ω2(x)) /∈ A ∪B (72)

x ∈ C ⇒ x /∈ D ⇒ Wω1(x)=A

Wω2(x)=B∪{f(ω1(x),ω2(x))}
(73)
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Kdyby f(ω1(x), ω2(x)) /∈ A, potom by Wω1(x),Wω2(x) byly korektńı nadobaly
množin A a B, tedy by funkce f na jejich indexech musela vracet nový bod, tj.

f(ω1(x), ω2(x)) /∈Wω1(x) ∪Wω2(x), (74)

ale to je spor, protože f(ω1(x), ω2(x)) ∈Wω2(x). Tedy plat́ı f(ω1(x), ω2(x)) ∈ A.
Analogicky se ukáže př́ıpad x ∈ D.
Zbývá ukázat konstrukci funkćı ω1 a ω2. Ty dostaneme pomoćı dvojné formy

věty o rekurzi.

Wα(y1,y2,x) =
{
A ∪ {f(y1, y2)} x ∈ D
A x /∈ D (75)

Wβ(y1,y2,x) =
{
B ∪ {f(y1, y2)} x ∈ C
B x /∈ C (76)

6 Gödelovy věty

Věta 35 (Gödelova věta o neúplnosti - 1. část). V rozumných teoríıch je
množina dokazatelných a vyvratitelných formuĺı efektivně neoddělitelná dvojice.

Definice 21 (Základńı aritmetická śıla). Jazyk prvńıho řádu:
0 - numerál pro nulu
1 - numerál pro jedničku (aby neexistoval jednoprvkový model)
+,× - funkčńı symboly
konečně mnoho axiom̊u

Definice 22 (Axiomatizovatelnost). Teorie T je axiomatizovatelná, jestlǐze
množina dokazatelných formuĺı v T je rekurzivně spočetná.

Věta 36 (Gödelova věta). Jestlǐze teorie T 1. řádu má základńı aritmetickou
śılu a je bezesporná, pak

1) množina formuĺı dokazatelných v T neńı rekurzivńı

2) je-li T nav́ıc axiomatizovatelná, pak

a) existuje uzavřená formule F taková, že F je nerozhodnutelná v T (tj.
T 0 F, T 0 ¬F )

b) v T nelze dokázat vlastńı bezespornost (za nepatrně silněǰśıch předpoklad̊u
o teorii T ).

7 Reprezentovatelnost ČRF v teoríıch ZAS

Definice 23 (Reprezentovatelnost). ČRF f je reprezentovatelná v teorii T ,
která má základńı aritmetickou śılu, jestlǐze existuje formule F taková, že

f(x1, . . . , xn) ' y ⇒ `T F (x1, . . . , xn, y) (77)
`T F (α1, . . . , αn, β) & `T F (α1, . . . , αn, γ) ⇒ β = γ (78)
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Věta 37 (O reprezentovatelnosti). Každá ČRF je reprezentovatelná v libo-
volné teorii ZAS, dokonce existuje pro každou ČRF formule, která ji reprezentuje
ve všech teoríıch ZAS současně, je to dokonce Σ1-formule.

D̊ukaz. Pomoćı Matijasevičovy věty.

Důsledek 8. Jsou-li A a B disjunktńı rekurzivně spočetné množiny, potom
existuje Σ1-formule G taková, že

x ∈ A ⇒ `T G(x) (79)
x ∈ B ⇒ `T ¬G(x) (80)

D̊ukaz. Návod:

ϕ(x) '

 1 x ∈ A
0 x ∈ B
↑ x /∈ A ∪B

(81)

D̊ukaz. Nyńı dokážeme Gödelovu větu. Vezmeme A, B rekurzivně spočetné,
efektivně neoddělitelné. Mějme formuli G, která je popisuje ve smyslu předcho-
źıho lemmatu.

A1 = {x : `T G(x)} (A ⊆ A1) (82)
B1 = {x : `T ¬G(x)} (B ⊆ B1) (83)

Z bezespornosti plyne, že A1 ∩B1 = ∅, nav́ıc ani jedna nemůže být rekurźıvńı,
protože by separovala A,B a tedy vztah dokazatelnosti v T neńı rekurzivńı.

Přidáme-li nav́ıc předpoklad axiomatizovatelnosti T , jsou A1, B1 rekurzivně
spočetné a tedy z předpokladu efektivńı neoddělitelnosti A,B dostáváme, že
lze efektivně nalézt bod k /∈ A1 ∪ B1. Č́ıslo k je kódem formule, která neńı
dokazatelná v T a od které neńı v T dokazatelná ani jej́ı negace.

Část́ı 2b, která patř́ı sṕı̌se do matematické logiky, se zde nezabýváme.

8 Numerace

Definice 24 (Numerace). Mějme spočetnou tř́ıdu funkćı F . Numeraćı rozu-
mı́me indexaci funkćı z F , tj. {ϕi}i.

Definice 25 (Vlastnosti numeraćı).

• Numerace je vyč́ıslitelná, jestlǐze existuje ČRF α taková, že plat́ı

α(i, x) ' ϕi(x).

• Numerace je př́ıpustná, jestlǐze existuje ORF h taková, že

ϕh(i,j) = ϕi ◦ ϕj

• Numerace je hlavńı, jestlǐze libovolná jiná numerace ČRF je na ni 1-
převedilná, tj. existuje prostá ORF g: κi = ϕg(i).

Lemma 11. Lze ukázat, že je-li {ϕi}i vyč́ıslitelná, pak je následuj́ıćı ekvivatelńı:

1) je př́ıpustná;
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2) je hlavńı;

3) plat́ı pro ni s-m-n věta;

4) je rekurzivně isomorfńı nějaké standardńı numeraci ČRF vzniklé efek-
tivńım oč́ıslováńım program̊u.

Věta 38. Necht’ F je tř́ıda ČRF. Potom

1) ∃f ∈ F ∃g ⊇ f g /∈ F

2) F 6= ∅ a neobsahuje žádnou ORF

3) f ∈ F , ale pro každé p f � p /∈ F

Každá z těchto podmı́nek implikuje K ≤1 G(F) = {x : ϕx ∈ F}. Speciálně to
znamená, že G(F) neńı rekursivně spočetná.

D̊ukaz.

1) Máme f ∈ F , máme g ČRF, g ⊇ f, g /∈ F . Chceme nalézt ORF h takovou,
že

z /∈ K ⇒ ϕh(z) = f (84)
z ∈ K ⇒ ϕh(z) = g (85)

Pomoćı s-m-n věty:

ϕh(z)(x) ' y ⇔ (f(x) ' y) ∨ (z ∈ K & g(x) ' y) (86)

Funkce h převád́ı K na G(F).

Poznámka: ϕh(z) je definovaná tak, že pro z /∈ K muśı platit f(x) ' y, pro
z ∈ K bude rozš́ı̌rena o body g(x). Jedná se o korektńı definici, protože z
předpoklad̊u je g rozš́ı̌reńım f , tedy nemůže doj́ıt ke kolizi.

2) Mějme nějakou f z F , která z předpokladu neńı ORF (pouze ČRF). Defin-
ujeme rekurzivně spočetnou relaci

P (z, x, y) ⇔ (f(x) ' y) ∨ (z ∈ K & y = 0) (87)

Vezmeme selektor, tedy prostou ORF h.

z /∈ K ⇒ ϕh(z) = f (88)
z ∈ K ⇒ ϕh(z)totálńı (89)

Opět plat́ı, že h převád́ı K na G(F).

Poznámka: zde vystupuje v roli g z předchoźıho bodu nulová funkce. Ta ale
neńı rozš́ı̌reńım funkce f , tedy muśıme postupovat opatrněji, nelze př́ımo
definovat funkci h(x) jako v předchoźım bodě.

Mı́sto toho použijeme graf relace (může obsahovat kolize, tedy dvě r̊uzná
y pro jedno x (a to při z ∈ K)), na grafu vezmeme selektor, který ex-
istuje podle věty 9. V př́ıpadě, že z ∈ K, bude tento selektor totálńı
(protože nulová funkce je totálńı, ale nebude obecně roven nulové funkci).
Totálńı funkce určitě padne mimo F , protože F neobsahuje žádnou ORF.
V př́ıpadě z /∈ K bude selektor roven funkci f , tedy padne do F .
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3) Mějme f ∈ F , s-m-n věta (prostá) ORF h.

ϕh(z)(x) ' y ⇔ f(x) ' y & z /∈ Kx (90)

Poznámka: v př́ıpadě, že z /∈ K, je ϕh(z) = f a tedy padne do F . V
př́ıpadě, že z ∈ K, je ϕh(z) = f�p pro nějaké p a tedy ϕh(z) nepadne do
F . Tedy h(z) převád́ı K na G(F).

Důsledek 9. Tedy pokud plat́ı, že G(F) je rekurzivně spočetná, potom muśı F
s každou f obsahovat i všechna jej́ı rozš́ıřeńı (plyne z podmı́nky 1) a pro každou
f muśı obsahovat nějaký jej́ı počátečńı úsek (podmı́nka 3).

9 Relativńı vyč́ıslitelnost

Definice 26 (B-ČRF). ϕ je B-ČRF, jestlǐze existuje B-odvozeńı. A je B-
rekurzivńı, jestlǐze cA je B-ORF. A je B-rekurzivně spočetná, jestlǐze A je
definičńı obor α, kde α je nějaká B-ČRF.

Definice 27 (String). String (řet́ızek) je konečná posloupnost nul a jedniček.
Označeńı

σ ∗ τ konkatenace (91)
σ ⊆ τ σ je prefixem τ (92)
σ ⊆ B σ je prefixem cB (93)

Definice 28 (Funkcionálńı vlastnost). Rekurzivně spočetná množina Φ má
funkcionálńı vlastnost, jestlǐze

〈σ, x, y〉 ∈ Φ ∧ 〈σ, x, y〉 ∈ Φ ∧ σ ⊆ σ ⇒ y = y (94)

Definice 29 (Částečně rekurzivńı funkcionál). Částečně rekurzivńı funk-
cionál Φ je rekurzivně spočetná množina s funkcionálńı vlastnost́ı. Částečně
rekurzivńı funkcionál určuje zobrazeńı (parciálńı):

Φ(σ)(x) ' y ⇔ 〈σ, x, y〉 ∈ Φ (95)
Φ(τ)(x) ' y ⇔ pro nějaké σ ⊆ τ Φ(σ)(x) ' y (96)
Φ(B)(x) ' y ⇔ pro nějaké σ ⊆ B Φ(σ)(x) ' y (97)

Lemma 12 (Regularizačńı funkce). Existuje PRF % taková, že pro libovolné
z plat́ı, že W%(z) má funkcionálńı vlastnost a nav́ıc plat́ı, že je-li Wz jǐz regulárńı,
potom Wz = W%(z).

D̊ukaz. Idea. Efektivně generujeme Wz a každý prvek kontrolujeme, zda neńı v
kolizi s nějakým již přidaným do W%(z).

Definice 30 (Numerace částečně rekurzivńıch funkcionál̊u).
Φi(B)(x) ' y ⇔ ∃σ

(
〈σ, x, y〉 ∈W%(i) ∧ σ ⊆ B

)
Definice 31 (B-rekurzivita). A je B-rekurzivńı (znač́ıme A ≤T B), jestlǐze
pro nějaké i plat́ı A = Φi(B), tj. ∀x cA(x) = Φi(B)(x)

A je B-rekursivně spočetná, jestlǐze A = dom(Φi(B)).
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Definice 32 (Značeńı).
Φi,s(σ)(x) je výsledek za s krok̊u.
Φi,s(σ)(x) ↓ ⇔ ∃τ, y

(
〈τ, x, y〉 ∈W%(i),s ∧ length(τ) ≤ s ∧ τ ⊆ σ

)
Φi,s(σ)(x) ' y ⇔ ∃τ

(
〈τ, x, y〉 ∈W%(i),s ∧ length(τ) ≤ s ∧ τ ⊆ σ

)
Definice 33 (Numerace B-r.s.).

WB
z = dom(Φz(B))

WB
z,s = dom(Φz,s(B))

Věta 39. Φz(B)(x1, . . . , xn) je univerzálńı funkce pro tř́ıdu všech B-ČRF k
proměnných a plat́ı s-m-n věta. To znamená, že existuj́ı PRF sm takové, že pro
libovolnou B plat́ı:

Φsm(z,x1,...,xm)(B)(y1, . . . , yn) ' Φz(B)(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn). (98)

D̊ukaz. Důkaz pro jednoduchost jenom pro m = n = 1. Vypoč́ıtáme pomocnou
rekurzivně spočetnou množinu

W = {〈σ, y, t〉 : 〈σ, 〈x, y〉 , t〉 ∈W%(z)} (99)

Tedy máme ČRF α

α(z, x, w)↓ ⇔ w = 〈σ, y, t〉 ∧ 〈σ, 〈x, y〉 , t〉 ∈W%(z) (100)

Zbývá ukázat:

Φs1(z,x)(B)(y) ' Φz(B)(x, y) (101)

Necht’

α(z, x, w) ' ϕs2(a,z,x)(w) (102)

Protože W%(z) je regulárńı, je regulárńı i Ws2(a,z,w).

s1(z, x) = s2(a, z, x) (103)
W%(s2(a,z,x)) = Ws2(a,z,x) (104)

Jelikož s-m-n věta plat́ı absolutně (stejnoměrně), dostáváme okamžitě plat-
nost věty o rekurzi.

Věta 40 (O rekurzi II). Necht’ f je ČRF dvou proměnných, potom existuje
PRF p taková, že ∀B∀x Φf(p(y),y)(B)(x) ' Φp(y)(B, x).

10 Operace skoku

Definice 34 (Relativizovaný halting problem).

A′ = {x : Φx(A)(x) ↓} = {x : x ∈WA
x } (105)

Dále induktivně definujeme

A0 = A (106)
An+1 = (An)′ (107)

Věta 41. 1) A′ je A-rekursivně spočetná
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2) A′ �T A (A′ neńı A-rekurzivńı)

3) B je A-rekursivně spočetná ⇔ B ≤1 A
′

4) A je B-rekrusivně spočetná a B ≤T C ⇒ A je C-rekurzivně spočetná

5) A ≤T B ⇔ A′ ≤1 B
′

6) A ≡T B ⇔ A′ ≡1 B
′

D̊ukaz. 1) z definice A′ = {x : Φx(A)(x) ↓}

2) Cantorova diagonálńı metoda

3) ⇐ zřejmé

⇒ stejně jako u K

Φa(A)(x,w) ↓⇔ x ∈ B . . . (použit́ı fiktivńı proměnné) (108)

4) A je definičńım oborem nějaké B-ČRF f , B je rekurzivńı v C (via g), tedy
s pomoćı f a g dostáváme, že A je definičńım oborem nějaké C-ČRF.

A = dom(Φz(B)), B ≤T C ⇒ A = dom(Φněco(C)) (109)

5) Necht’ A ≤T B. Potom z faktu, že A′ je A-rekurzivně spočetná, a A ≤T

B dostáváme, že A′ je B-rekurzivně spočetná (podle bodu 4 této věty).
A protože B′ je úplná pro B-rekurzivně spočetné, dostáváme okamžitě
A′ ≤1 B

′.

Opačný směr. Mějmě A′ ≤1 B
′. Zřejmě plat́ı, že A i A jsou A-rekurzivńı,

t́ım sṕı̌se jsou A-rekurzivně spočetné. Tedy jsou obě 1-převedilné na A′.
Ale dle předpokladu A′ ≤1 B′ a tedy A ≤1 B′ i A ≤1 B′ a tedy dle
relativizované Postovy věty je A B-rekurzivńı.

6) Plyne okamžitě z bodu 5.

Důsledek 10. Operace skoku je korektně definována na T-stupńıch. Tedy plat́ı

A ≡T B ⇒ A′ ≡1 B
′ (⇒ A′ ≡T B′) (110)

Lze tedy definovat skok stupně a jako stupeň obsahuj́ıćı skok libovolného prvku
stupně a.

Věta 42 (Stejnoměrnost). Existuje z0 takové, že A′ = WA
z0

pro všechna A.

D̊ukaz.

Wz0 = {〈σ, x, y〉 : 〈σ, x, y〉 ∈W%(x)} (111)

Protože W%(x) je regulárńı, je i Wz0 je regulárńı a tedy Wz0 = W%(z0).

x ∈ A′ ⇔ Φx(A)(x)↓ ⇔ ∃σ⊆A (Φx(σ)(x)↓) ⇔
⇔ ∃σ⊆A∃y (Φx(σ)(x) ' y) ⇔
⇔ ∃σ⊆A∃y (〈σ, x, y〉 ∈W%(x)) ⇔
⇔ x ∈WA

z0
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Tato složitě vypadaj́ıćı konstrukce je přirozeným zobecněńım definice množiny
K = {x : x ∈ Wx}. Akorát nyńı konstruujeme množinu trojic obsahuj́ıćıch
aproximaci orákula σ, proměnné x a y. Nav́ıc muśıme aplikovat regularizačńı
funkci %. Jinak zapsáno

Wz0 = {w : w ∈W%((w)3,2)}. (112)

Lemma 13. ∅′ ≡ K

D̊ukaz. 1) K je rekurzivně spočetná a tedy K ≤1 ∅′

2) ∅′ = {x : x ∈ W ∅
x} ⇒ ∅′ je rekurzivně spočetná v ∅, ale ∅ je rekurzivńı

a tedy ∅′ je absolutně rekurzivně spočetná a tedy je ≤1 K, protože K je
1-úplná.

11 Limitńı vyč́ıslitelnost

Definice 35 (Limitńı vyč́ıslitelnost). Množina M je limitně vyč́ıslitelná,
jestlǐze existuje ORF h taková, že M(x) ' lims h(x, s).

Funkce f je limitně vyč́ıslitelná, jestlǐze existuje ORF h taková, že f(x) '
lims h(x, s).

Věta 43. M je rekurzivńı v ∅′ právě, když M je limitně vyč́ıslitelná.

D̊ukaz.
”⇒” M ≤T ∅′ ⇒ ∃z M(x) = Φz(∅′)(x). Tedy existuje program z, který z ∅′

poč́ıtá M . K tomu použ́ıvá nerekurzivńı orákulum, které ale můžeme efektivně
generovat. Definujeme

h(x, s) =

 Φz,s(∅′s)(x) jestliže Φz,s(∅′s)(x)↓

0 jinak
(113)

Ukážeme, že M(x) = lims h(x, s). Je-li pro dané x M(x) definováno, zna-
mená to, že Φz(∅′)(x)↓ a tedy existuje počátečńı úsek σ ⊆ ∅′, pro který plat́ı
Φz(σ)(x)↓.

Z σ ⊆ ∅′ plyne, že existuje t0 takové, že ∀t>t0 ∅′t0� lh(σ) = ∅′t� lh(σ), tedy
od určitého kroku t0 počátečńı úsek aproximace ∅′ o délce řet́ızku σ již pravdivě
aproximuje ∅′.

Dále existuje t1 takové, že Φz,t1(σ)(x)↓, tedy vlastńı výpočet se σ jako aprox-
imaćı orákula konverguje za t1 krok̊u.

Položme s0 = max(t0, t1). Od kroku s0 už nemůže doj́ıt ke změně, nebot’
aproximace (v tuto chv́ıli již pravdivá) se již neměńı a výpočet již zakonvergoval.

”⇐” Necht’ M(x) je limitně vyč́ıslitelná. Chceme s pomoćı ∅′ vyč́ıslovat M .
While cyklem najdeme nejmenš́ı s0 takové, že ∀s ≥ s0 h(x, s) = h(x, s0). Jedná
se o otázku rekurzivńı v ∅′. Tedy máme µs0(∅′-rekurzivńı otázka). To je ∅′-
ČRF, nav́ıc M(x) je totálńı, tedy tato minimalizace je ∅′-ORF. Z toho plyne,
že M ≤T ∅′.

V předchoźı větě bylo podstatné, že M je totálńı. Nyńı tvrzeńı pro parciálńı
funkce.
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Věta 44.

1) Jestlǐze f je ORF, potom lims f(x, s) je ∅′-ČRF.

2) Jestlǐze F je ∅′-ČRF, pak existuje ORF f taková, že F (x) ' limsf(x, s).

Přesněji: Φz(∅′)(x) ' lims h(z, x, s) pro nějakou ORF h.

D̊ukaz. 1) Provedeme stejnou minimalizaci s jako v d̊ukazu předchoźı věty.
Tentokrát ale nemuśı minimalizace konvergovat.

2) V tomto př́ıpadě použijeme stejnou ideu, ale muśıme dát pozor, aby F (x)↓.
Naš́ım ćılem bude stabilizace celého výpočtu. Definujeme

h0(z, x, s) =

 〈σ, x, y〉 jestliže 〈σ, x, y〉 ∈W%(z),s & σ ⊆ ∅′s

s+ 1 jinak
(114)

Nelze pouze vydělit y a stabilizovat y (výsledek výpočtu), je třeba stabili-
zovat celý výpočet, protože se může stát, že se měńı aproximace orákula.

h(z, x, s) =

 (h0(x, z, s))3,3 jestliže h0(z, x, s) = h0(z, x, s+ 1)

s jinak
(115)

lims h(z, x, s) existuje právě, když existuje lims h0(z, x, s).

F (x)↓ ⇒ Φz(σ)(x)↓ pro nějaké σ ⊆ ∅′.
Tedy lims h(z, x, s) = F (x).

Jestliže existuje lims h(z, x, s), potom existuje lims h0(z, x, s) a tedy máme
nějaké 〈σ, x, y〉 a s0 takové, že ∀s ≥ s0 je 〈σ, x, y〉 stabilńı. Z toho plyne
Φz,s(σ)(x) ' y & σ ⊆ ∅′s. Jinými slovy 〈σ, x, y〉 a s0 je limitńı výpočet a
Φz(∅′)(x)↓ & = y.

Ukažme si př́ıpad, který demonstruje, proč je potřeba trvat na stabilizaci
celého výpočtu a nejen výsledku. Snadno vytvoř́ıme program z takový, že

Φz(A)(x)↓ ⇔ ∅′ \A 6= ∅ (a Φz(A)(x)↓ ⇒ výsledek = 0) (116)

Program pracuje tak, že postupně generuje ∅′ a pro každý nový prvek w se
ptá, zda w ∈ A. V okamžiku, kdy nějaký takový nalezne, zastav́ı se a vydá ∅.

Je zřejmé, že Φz(∅′)(. . .) ↑, zat́ımco ∀s Φz(∅′s)(. . .) ↓. Plyne to z toho, že
žádná aproximace ∅′ nemůže zajistit, aby program nenalezl prvek, který do
této aproximace nepatř́ı. Tedy neexistuje limitńı výpočet, ale prostou stabilizaćı
výsledku (vždy ∅) bychom dostali, že limita existuje, což by bylo špatně.

Věta 45. Pro každé n existuje ORF h taková, že

Φz(∅n+1)(x) ' lim
s0
. . . lim

sn

h(z, x, s0, . . . , sn), (117)

kde všechny limity s1, . . . , sn existuj́ı, limita pro s0 nemuśı.
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12 Aritmetická hierarchie

12.1 Definice a základńı vlastnosti

Definice 36 (Σn,Πn prefix). Σn (resp. Πn) prefix je skupina kvantifikátor̊u,
která má n skupin stejných kvantifikátor̊u, sousedńı skupiny se stř́ıdaj́ı a zač́ıná
∃ (resp. ∀).

Definice 37. Predikát patř́ı do tř́ıdy Σn (resp. Πn), jestlǐze lze vyjádřit ve tvaru
Σn prefix na rekurzivńı základ (resp. Πn prefix).

Lemma 14. Σ0 = Π0 jsou právě rekurzivńı predikáty.

D̊ukaz. Zřejmé.

Definice 38. Prefikát je aritmetický, jestlǐze jej lze vyjádřit pomoćı spojek
predikátového počtu nad rekurzivńımi relacemi.

Lemma 15. Aritmetické predikáty jsou právě všechny predikáty ve tř́ıdách
Σn,Πn, n ∈ N.

D̊ukaz. ⇐ Zřejmé.
⇒ Úprava logického výrazu do prenexńıho tvaru.

Lemma 16 (Základńı vlastnosti).

1) A ∈ Σn ⇔ A ∈ Πn

2) Σn ∪Πn ⊆ Σm ∩Πm pro m > n.

3) A ≤m B a B ∈ Σn (resp. Πn), potom A je Σn (resp. Πn).

D̊ukaz.

1) Zřejmé.

2) Kvantifikaćı přes fiktivńı proměnnou přidáme potřebný kvantifikátor bud’
na konec nebo na začátek.

3) Transformace převodńı funkćı nezměńı aritmetickou složitost.

Věta 46 (O numeraci, univerzálńım predikátu). Pro každou tř́ıdu Σn

(resp. Πn) pro n ≥ 1 existuje univerzálńı Σn (resp. Πn) predikát.

D̊ukaz. Nejprve př́ıpad Σn, kde n je liché. Máme predikát tvaru ∃∀ . . .∃(rek).
Kvantifikátory kromě posledńıho odř́ızneme. Dostáváme Σ1 predikát, tj. re-
kurzivně spočetný predikát. Pro něj existuje univerzálńı predikát ∃Tn(e, x, . . .).
Nyńı vrát́ıme kvantifikátory ∃∀ . . .∃Tn(e, x, . . .).

Př́ıpad pro Σn a n sudé. Po odř́ıznut́ı dostáváme ∀(rek), negaćı ∃Tn, opě-
tovnou negaćı ∀¬Tn.

Pro př́ıpad Πn analogicky (obráceně).

Důsledek 11. Pro n ≥ 1 plat́ı Σn \Πn 6= ∅.
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D̊ukaz. Máme univerzálńı Σn predikát U(e, x) ∈ Σn. Kdyby U(e, e) ∈ Πn, po-
tom by ¬U(e, e) ∈ Σn, vezmeme jeho index a a dosad́ıme e = a. Dostáváme
spor (U(a, a) ⇔ ¬U(a, a)), U(e, e) tedy muśı být mimo Πn.

Věta 47 (O hierarchii).

1) A je rekurzivně spočetná v ∅(n) ⇔ A ∈ Σn+1

2) ∅n+1 je Σn+1-úplná

3) B ≤T ∅(n) ⇔ B ∈ Σn+1 ∩Πn+1

D̊ukaz.

1) Pro n = 0 to v́ıme. Indukćı pro všechna n. Necht’ A ∈ Σn+1, tedy A je
tvaru ∃(Πn). Negace toho Πn je Σn a dle indukčńıho předpokladu je tedy
rekurzivně spočetná v ∅(n−1). Z toho plyne ≤1 ∅(n) ⇒≤T ∅(n) ⇒ p̊uvodńı
predikát (před negaćı) je ≤T ∅(n). Dostáváme ∃(rekurzivńı v ∅(n)), což je
rekurzivně spočetné v ∅(n).

Nyńı necht’ A je rekurzivně spočetná v ∅(n), tedy A je definičńı obor nějaké
g, která je ∅(n)-ČRF. Dle věty o limitńı vyč́ıslitelnosti je g ' lims f(x, s),
kde f je ∅(n−1)-ORF.

x ∈ A⇔ g(x)↓ ⇔ ∃s0∀s≥s0 (f(x, s) = f(x, s0))

Výraz v závorkách je rekurzivńı v ∅(n−1) a tedy podle bodu 3 této věty
patř́ı do Σn ∩Πn. Dostáváme tedy ∃∀Πn, což je ∃Πn, tedy Σn+1.

2) Plyne z bodu 1.

3) Plyne z bodu 1 pomoćı Postovy věty.

Poznámka: v d̊ukazu bodu 1 se odvoláváme na bod 3, který naopak dokazujeme
z bodu 1. Nejde ale o nekorektńı d̊ukaz, protože v bodě 1 použijeme platnost
bodu 3 pro n−1 a d̊ukaz stav́ıme induktivně, tedy platnost pro m < n už máme
zaručenu.

Věta 48 (O úplnosti). Pro n ≥ 1 je ∅(n) Σn-úplná

D̊ukaz. Necht’ M je Σn, potom M je ∅(n−1)-rekurzivně spočetná a dle vlastnosti
operace skoku je ≤1 ∅(n).

12.2 Σ2 a Π2 úplné množiny

Věta 49 (Tot je Π2-úplná). Tot= {x : ϕx je totálńı} je Π2-úplná.

D̊ukaz. Tot je zřejmě Π2. Mějmě B ∈ Π2, tedy

x ∈ B ⇔ ∀y∃s Q(x, y, s). (118)

Chceme nalézt ORF f takovou, že

x ∈ B ⇔ f(x) ∈ Tot⇔ ϕf(x) je totálńı (119)

Zkonstruujeme funkci, která bude pro y vracet s (Σ1 svědka).

α(x, y) ' µsQ(x, y, s) ' Ψ2(a, x, y) ' Ψ1(s1(a, x), y) ' ϕf(x)(y) (120)

Je zřejmé, že x ∈ B ⇔ f(x) ∈ Tot.
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Σ2-úplné množiny: ∅(2), Fin
Π2-úplné množiny: ∅(2), Tot, Inf

Věta 50 (Relativizace). A je ΣB
n+1 ⇔ A je rekurzivně spočetná v B(n)

A ≤T B(n) ⇔ A ∈ ΣB
n+1 ∩ΠB

n+1

Lemma 17. Fin = {x|Wx je končená} je Σ2 úplná.

D̊ukaz. Množina je konečná, jestliže má horńı závoru, tedy prvek, pro který
plat́ı, že všechny větš́ı jsou mimo tuto množinu.

x ∈ Fin⇔ ∃y ∀y′>y ∀s ¬(y′ ∈Wx,s) (121)

Mějme libovolnou A ∈ Σ2. Plat́ı

x ∈ A⇔ ∃z ∀y Q(x, z, y). (122)

Definujeme

α(x, z)↓⇔ ∀j≤z ∃y (¬Q(x, z, y)). (123)

Podle s-m-n věty:

α(x, z) ' ϕf(x)(z) (124)

x ∈ A⇒ ∃z ∀z′>z ϕf(x)(z′)↑ (125)

a tedy Wf(x) je konečný počátečńı úsek.

x /∈ A⇒ ∀zϕf(x)(z)↓ ⇒Wf(x) = N (126)
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